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内 容 提 要 


本 书 是 作者 根据 多 年 从 事 解析 几何 与 高 等 几何 等 课程 的 教学 经 
验 ， 结 合 使 用 过 的 讲义 和 习题 课 教材 ， 综 合 编写 而 成 。 内 容 包 括 : Ж 
量 代数 的 复习 ， 欧 氏 几 何 的 推广 ， 仿 射 几 何 学 ， 一 维 射影 几何 学 ， 二 
维 射影 几何 学 ， 射 影 理 论 在 二 次 曲线 中 的 应 用 。 书 末 安 排 了 综合 复习 
题 并 给 出 了 综合 复习 题 和 习题 的 提示 与 答案 。 
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zk 


《高 等 几何 》 是 高 等 学 校 特别 是 师范 院 校 数学 专业 的 基础 课 之 
一 ， 与 《初等 几何 》《 解 析 几 何 》、《 高 等 代数 》 等 有 紧密 的 联系 ， 
其 主要 内 容 为 射影 几何 学 。 它 对 未 来 中 小 学 教师 在 几何 方面 基础 的 
培养 、 观 点 的 提高 、 思 维 的 灵活 、 方 法 的 多 样 等 起 着 重要 作用 。 

本 书 是 作者 根据 多 年 从 事 《 解 析 几 何 》 与 《高 等 几何 》 等 课程 
的 教学 经 验 ， 结 合 所 使 用 过 的 讲义 和 习题 课 教 材 ， 综 合 修改 编写 而 
成 。 本 书 内 容 丰 富 ， 令 述 简要 ， 层 次 分 明 ， 结 构 严 说， 是 一 本 颇具 
特色 的 专业 论著 : 第 一 ， 以 矢量 为 工具 ， 用 变换 群 的 观点 和 不 变量 
的 理论 , 对 射影 几何 的 研究 对 象 、 方 法 、 特征 和 意义 做 了 概括 阐述 ， 
从 而 将 “矢量 代数 ”与 “射影 几何 ”有 机 地 结合 为 一 体 。 第 二 ， 将 
培养 能 力 和 发 展 智力 放 在 首位 ， 有 利于 实施 素质 教育 ， 以 提高 创造 
性 思维 能 力 ， 特 别 是 精心 选编 了 大 量 典型 的 例题 和 习题 ， 帮 助 读者 
理解 和 掌握 形 、 数 结合 的 思想 和 方法 。 第 三 ， 内 容 讲述 详 略 合理 ， 
重点 、 难 点 突出 ， 针 对 性 强 ， 便 于 阅读 理解 。 

本 书 对 《高 等 几何 》 与 《初等 几何 》 的 联系 做 了 适当 的 补充 和 
ЮЖ; 对 现行 教材 中 过 于 复杂 繁琐 的 部 分 进行 了 适当 的 简化 ; 明确 指 
出 了 各 章 的 主要 内 容 、 目 的 要 求 、 重 点 难点 、 重 要 结论 和 公式 等 ;对 
易于 混淆 的 概念 互相 比较 ， 对 照 分 析 ; 书 末 还 安排 了 综合 复习 题 ， 并 
给 出 了 习题 和 综合 复习 题 的 提示 与 答案 , 这 样 会 大 大 减少 读者 阅读 时 
的 困难 。 

本 书 的 策划 与 编写 ， 始 终 得 到 了 梁 延 堂 教授 的 关心 和 帮助 ， 他 
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审阅 了 本 书 全 稿 并 提出 了 许多 宝贵 意见 ， 院 、 系 两 级 领导 热情 地 支 
持 本 书 的 编写 出 版 工作 ;出 版 社 的 同志 也 辛勤 工作 ， 提 供 方便 ， 在 
此 一 并 表示 诚挚 地 谢意 。 编 写 过 程 中 参考 了 目前 常用 的 一 些 高 等 几 
何 教材 ， 谨 向 编者 致谢 。 


编者 
于 兰州 城市 学 院 
2006 年 4 月 
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第 一 章 ” 矢 量 代 数 的 复习 


本 章 的 主要 目的 是 简要 复习 矢量 代数 的 基本 知识 ， 以 便 在 后 面 
的 学 习 中 应 用 . 
解析 几何 的 基本 思想 是 用 代数 方法 解决 几何 问题 , 矢量 代数 作为 
解析 几何 的 主要 内 容 ， 是 实现 这 一 思想 的 基本 工具 . 这 里 有 必要 首 
先 对 解析 几何 的 主要 内 容 及 其 结构 关系 作 简要 复习 : 


点 坐标 
| | 
轨迹 方程 
/\ /\ 
平面 与 | 直线 ле 


常见 曲面 《 柱 面 、 锥 面 、 旋 转 曲 面 ) 


1а CHRE. а. ZAM) 


二 次 曲线 的 一 般 理 论 


SLI 天 量 的 概念 与 线性 运算 


一 、 矢 量 概念 

1. RẸ: 

既 有 大 小 又 有 方向 的 量 叫做 矢量 ， 或 称 为 向 量 ， 简 称 矢 . 而 只 
有 大 小 的 量 叫 做 数量 ， 或 称 为 标量 . 

2. 矢量 的 表示 : 

用 有 向 线段 来 表示 矢量 , 有 向 线段 的 始点 与 终点 分 别 叫做 矢量 
的 始点 与 终点 ， 有 向 线段 的 方向 表示 矢量 的 方向 , 有 向 线段 的 长 度 
代表 矢量 的 大 小 . 用 AB,a,x ,… 来 记 矢量 . 

з. хай: 

矢量 的 大 小 称 为 矢量 的 模 ， 亦 称 长 度 . | АВ |, 121, žb + 
来 表示 . 

(1) ERÖ, RAF, JARE. 

(2) 单位 和 撩 a* ， 模 为 1， 与 矢量 4 方向 相同 . 

(3) 34748 а//5, a,b 所 在 直线 平行 . 

(4) 相等 矢 ， 模 相等 ， 方 向 相同 . 

(5) 自由 矢 ， 始 点 任意 ， 只 由 模 与 方向 确定 的 矢量 . 

(6) 相反 矢 ， 模 相等 ， 方 向 相反 

(7) HRR, 平行 于 同一 直线 的 一 组 矢量 . 

(8) 共 面 撩 ， 平 行 于 同一 平面 的 一 组 矢量 . 


二 、 矢 量 的 加 法 
1. 加 法 法 则 : 
(1) 三 角形 法 则 。” 设 已 知 矢量 a 、 户 ， 以 空间 任意 一 点 O 为 


始点 接连 作 矢 量 O4 =a, АВ =b 得 一 折线 O4B， 从 折线 的 端点 O 
到 另 一 端点 B 的 矢量 OB = c ， 叫 做 两 矢量 与 5 的 和 ， 记 做 6 = 
a+b. 

(2) 平行 四 边 形 法 则 ”如果 以 两 个 矢量 O4 、OB 为 邻 边 组 成 
一 个 平行 四 边 形 ОАСВ, 那么 对 角 线 矢量 OC = ОА+ОВ Пп EL а 
与 5 的 和 | 

2. 运算 规律 : 

(1) 交换 律 atb=b+a; 

(2) 结合 律 (а+Ьу+с=а+(Б+с)у, 

з) а+б=а; 

(4) a+( 一 0) 一 0. 

3. 多 边 形 法 则 : 

有 限 个 矢量 #6,,…,6, 相 加 , 自任 意 点 O 开始 , 依次 作 O4 = 
а, ДА = a, 4 А, =а,, 8—78 04142…41， 于 是 矢量 
ОД, =a Ж пка, ,а, a, BDI 

а= а +а,+-+а,, 
Вр | 
ОД, = ОА + АА, ++ А, А, 
特别 地 , "4 4 与 O 重 合 时 ，a = ОА, =0. 

(1) ERED 与 c 的 和 等 于 矢量 a ， 即 +c 二 4a ， 那 么 矢量 < 
叫做 矢量 a 与 5 的 差 , 记 做 c — 4 一 5 ,由 矢量 4 与 5 求 它们 的 差 4 
— b 的 运算 叫做 矢量 减法 . 

(2) 减 去 一 个 矢量 等 于 加 上 它 的 相反 矢量 ， 即 有 


a—b=a+(—b) 


5. 三 角 不 等 式 : 


(1) [а+Б|<|аңБ|, [а= 51а 6; 


(2) ja, +a, ++ а, ISI a Н а, [+e а, |. 
=. хай 


1. 数 乘 的 定义 : 

实数 4 与 矢量 4 的 乘积 是 一 个 矢量 ， 记 做 40 ， виа |= 
Wali да #027141, 24220 时 与 4 相同 ， 当 4<0 时 与 4 相反 . 

ла 二 0 的 充 要 条 件 是 4 二 0 或 4 = 0 

设 a 关 0， Ша =|а|а* Ra -ia 

2. 运算 规律 : 

(1) Lasa. 

(2) 结合 律 А(ша)у=(Ада. 

(3) 第 一 分 配 律 (Aa =да+џа. 

(а) 第 二 分 配 律 “AXAa+b)=X4a+45. 

3. а+Б 5j ma (me) ÑE: 

Fl. а+Б=Б+а, 

F2.(a+b)re =a Hb +e), 

єз. 存在 一 个 零 矢 量 0， 满 足 4+0 一 0， 

14. 每 一 个 矢量 a 都 有 相反 矢量 (一 4), 使 4+( 一 4)=0; 

П-1.1а=а, 

Il-2. тпа )=(тп)а, 

1-3. (т+п)а =та+па, 

H-4. m(a+b)=ma+mb. 

如 果 仅 从 运算 法 则 着 眼 , 而 不 考虑 矢量 的 具体 含义 , 则 凡是 具 
有 两 种 运算 加 法 和 数 乘 ， 并 满足 上 述 一 系列 运算 规律 的 元 素 的 集 
合 ， 叫 做 实数 域 上 的 线性 空间 〈 亦 称 矢 量 空间 或 向 量 空间 ) . 


四 、 矢 量 的 线性 关系 与 矢量 的 分 解 

1. 矢量 的 加 法 和 数 与 矢量 的 乘法 统称 为 矢量 的 线性 运算 . 

2. HAE4,a,,- a, ЫЙЛА, А, ++, 加 所 组 成 的 矢量 4 = 
MĀ +%а, +--+,а, ШИВ а, a, a 的 线性 组 合 .我 们 也 说 矢 
量 z 可 以 用 矢量 ,6,,…,6, 线性 表示 ， 或 者 说 ， 矢 量 a 可 以 分 解 
RREA ‚й, ‚а, ИЕНА. 

3. 如 果 矢 量 e #0 ,那么 矢量 与 矢量 e 共 线 的 充 要 条 件 是 7 可 
以 用 矢量 e 线性 表示 ， 或 者 说 7 是 e 的 线性 组 合 ， 即 二 xe ， 且 系 
Жох е, 唯一 确定 . e 称 为 用 线性 组 合 来 表示 共 线 矢量 的 基底 . 

4. 如 果 矢量 e; e, 不 共 线 ， 那 么 矢量 > 与 5 e, 共 面 的 充 要 
条 件 是 x 可 以 用 矢量 a е, 线性 表示 , 或 者 说 矢量 7 可 以 分 解 成 矢 
Же, е, 的 线性 组 合 , г =xe tye, HRA уйе e, ri 
一 确定 .ea е, 称 为 平面 上 矢量 的 基底 . 

5. 如 果 矢量 a e, е, 不 共 面 ,那么 空间 任意 矢量 7 可 以 由 矢 
Же е,, е, 线性 表示 ， 或 者 说 矢量 > 可 以 分 解 成 矢量 5 е. e, 
的 线性 组 合 , Br —xe tye, +ze, ， 且 系 数 x,y,z 被 @， ез, е, F 
唯一 确定 .ea е, е, 称 为 空间 矢量 的 基底 . 

6. 对 于 2 2174 йа, а,, >, å, ШЛЕМЕ 9238 
пЛ А, Ao …, Am 使 得 

ма tA, t+ a, =O, 
那么 DREG, а,, =, а, 叫做 线性 相关 . REG, а,, ~, а 
REXER, RAMUS L= =4=0 时 ， 上 式 才 成 立 . 

7. 一 个 矢量 a 线性 相关 的 充 要 条 件 是 4=0. 

8. 在 n 之 2 时 ， 矢 量 吉 ，5，…，6, 线 性 相关 的 充 要 条 件 是 其 
中 有 一 个 矢量 是 其 余 矢 量 的 线性 组 合 . 

9. 如 果 一 组 矢量 中 的 一 部 分 矢量 线性 相关 ， 那 么 这 一 组 矢量 


” 
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就 线性 相关 
10. 一 组 矢量 中 如 果 含有 零 矢量 ， 那 么 这 组 矢量 必 线 性 相关 . 
П. 两 撩 量 共 线 的 充 要 条 件 是 它们 线性 相关 . 
12. 三 矢量 共 面 的 充 要 条 件 是 它们 线性 相关 . 
13. 空间 任何 四 个 矢量 总 是 线性 相关 . 
14. 空间 四 个 以 上 矢量 总 是 线性 相关 . 


$1.2 标 架 与 坐标 系 


一 、 标 架 与 坐标 

1. 空间 中 的 一 个 定点 O， 连 同 三 个 不 共 面 的 有 序 矢量 @ ,2 ， 
e, 的 全 体 ， 叫 做 空间 中 的 一 个 标 架 ， 记 做 {0O;@ ,6 е). Ше, 
е, е, 都 是 单位 矢量 , 那么 {O;el ‚е, ,e, } 叫 做 笛 卡 尔 标 架 ; с, ез, 
e, 两 两 相互 垂直 的 笛 卡 尔 标 架 叫做 笛 卡 尔 直角 标 架 ， 简 称 直 角 标 
架 ; 在 一 般 情况 下 ，{O;e ,е, ‚е, } 叫 做 仿 射 标 架 . 

2. 对 于 标 架 {O;e ,е,,е,}, WR, e, е, 间 的 相互 关系 和 
右手 拇指 、 食 指 、 中 指 相同 ， 那 么 这 个 标 架 叫做 右 旋 标 架 或 称 右手 
标 架 ， 如 果 e e, 2, = 
e, 间 的 相互 关系 和 
左手 的 拇指 、 食 指 、 


中 指 相同 ， 那 么 这 个 2 с. 

” 标 架 叫做 左旋 标 架 或 i 
称 左手 标 架 . 如 图 2 ° о e, 
1.1. 11 


3. RIEF =xe, tye, +ze, 中 的 х, у, z 叫做 矢量 7 关于 标 架 
(O;e, „е, ,e, } 的 分 量 或 称 为 坐标 ， 记 做 7 (x, y, г}ВЙ{х, y, 2). 
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4. 对 于 取 定 了 标 架 {O;e „е, ,e; } 的 空间 中 任意 点 P, 矢量 OF 
URA Р HBR, ROP AFIRE e ,e, ,e, НО х, y, z l 
做 点 了 关于 标 架 {O;e, „е, ,e; } 的 坐标 ， 记 做 Р(х, y, DRC, y, 2). 

5. 当空 间 取 定 标 架 { O; e, e, е, } 之 后 , 空间 全 体 矢 量 的 集 
合 或 者 全 体 点 的 集合 与 全 体 有 序 三 数组 y, z 的 集合 具有 一 一 对 应 
的 关系 ， 这 种 一 一 对 应 的 关系 叫做 空间 矢量 或 点 的 一 个 坐标 系 . 空 
间 坐 标 系 也 常用 {O;e ,e, ,e, } 来 表示 , 此 时 点 O 叫做 坐标 原点 , е, 
e, , e, 都 叫做 坐标 矢量 . 

6. 由 右 ( 左 ) 旋 标 架 决定 的 坐标 系 叫 做 右 ( 左 ) 旋 坐标 系 或 右 ( 左 ) 
手 坐 标 系 ; 仿 射 标 架 、 笛 卡尔 标 架 与 直角 标 架 所 确定 的 坐标 系 分 别 
叫做 仿 射 坐标 系 、 笛 卡尔 坐标 系 与 直角 坐标 系 . 

7. 约定 用 {O; 志 元 天 } 表 示 直 角 坐 标 系 , 以 后 在 讨论 空间 问题 时 
所 采用 的 坐标 系 ， 一 般 都 是 空间 右手 直角 坐标 系 . 

8. 过 点 O 沿 着 三 坐标 矢量 e e, е, 的 方向 引 三 轴 Ох, Оу, 
Oz, 可 以 用 这 三 条 具有 公共 点 O 的 不 共 面 的 轴 Ox, Оу, Oz 来 表示 空 
间 坐 标 系 ， 记 做 O 一 xyz， 此 时 点 O 叫做 空间 坐标 系 的 原点 ， 三 条 
轴 Ох, Oy, Oz 都 叫做 坐标 轴 ， 且 依次 叫做 x 轴 ，y 轴 和 z 轴 ， 每 两 
条 坐标 轴 所 决定 的 平面 叫做 坐标 面 ， 分 别 叫做 xOy 平面 , yOz 平面 
与 xOz 平面 . 三 坐标 平面 把 空间 划分 为 八 个 区 域 , 每 一 个 区 域 都 叫 
做 卦 限 . 

9. 平面 上 一 个 定点 O, 连同 两 个 不 共 线 的 有 序 矢量 e ，e, 的 
全 体 ， 叫 做 平面 上 的 一 个 标 架 ， 记 做 {0;6 ‚е, }, RZ, е, 都 是 
单位 矢量 , 那么 {O;e, e, } 叫 做 笛 卡 尔 标 架 ，e Бе, 相互 垂直 的 笛 
卡尔 标 架 叫 做 笛 卡 尔 直角 标 架 ， 简 称 直角 标 架 ， 在 一 般 情 况 下 ， 
(O;e, ,e; } 叫 做 仿 射 标 架 . 

10. РАО; е, ‚е, }› Же, #& O 旋转， 使 z 的 方向 以 最 近 
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的 路 径 旋 转 到 与 e, 的 方向 相合 时 ， 如 果 旋转 方向 是 逆 时 针 的 ， 则 . 
这 种 标 架 叫做 右 旋 标 架 或 称 右手 标 架 ， 如 果 旋 转 方向 是 顺 时 针 的 ， 
则 这 种 标 架 叫做 左旋 标 架 或 称 左手 标 架 . 如 图 1.2. 


图 1.2 

П. 表达 式 7 =хе tye, 中 的 x, y 叫做 矢量 F 关于 标 架 
(O;e, ,e, } 的 分 量 或 称 为 坐标 ， 记 做 fx, 妇 或 {x у}. 

12. 对 于 取 定 了 标 架 {0;ei ,e, } 的 平面 上 的 任意 点 P, 矢量 OF 
叫做 点 己 的 径 矢 , 径 矢 OP 关于 标 架 {O; е, ,е, ЭУ х,уш Р 
关于 标 架 {O;e ‚е, } 的 坐标 ， 记 做 Р(х, VRE, у). 

13. 当 平面 上 取 定 标 架 {O; е, ‚е, } 之 后 ， 平 面 上 全 体 矢 量 的 集 
合 或 者 全 体 点 的 集合 与 全 体 有 序数 对 x, y 的 集合 具有 一 一 对 应 的 
关系 ,这 种 一 一 对 应 的 关系 叫做 平面 上 矢量 或 点 的 一 个 坐标 系 . Ж 
面 坐标 系 也 常用 {O; е, ,e; } 来 表示 ， 此 时 点 O 叫做 坐标 原点 ，e ， 
e, 都 叫做 坐标 矢量 . 

14. 由 右 ( 左 ) 旋 标 架 决定 的 坐标 系 叫 做 右 ( 左 ) 旋 坐标 系 或 右 ( 左 ) 
FRR: 仿 射 标 架 、 笛 卡尔 标 架 与 直角 标 架 所 确定 的 坐标 系 分 别 
叫做 仿 射 坐标 系 、 笛 卡尔 坐标 系 与 直角 坐标 系 . 

15. 约定 用 {O; i ,j} 表 示 直角 坐标 系 , 在 讨论 平面 问题 时 所 采 
用 的 坐标 系 ， 一 般 都 是 平面 右手 直角 坐标 系 . 

16. 过 点 O 沿 着 坐标 矢量 s , e, 的 方向 引 二 轴 Ox，Oy, 可 以 用 
这 二 条 具有 公共 点 О 的 不 共 线 的 轴 Ох, Оу 来 表示 平面 坐标 系 , 记 
做 O—x y， 此 时 点 O 叫做 平面 坐标 系 的 原点 ，Ox 叫做 x #0, Oy 


叫做 y 轴 . 两 坐标 轴 把 平面 分 成 四 个 区 域 , 每 一 个 区 域 都 叫做 象限 . 
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17. 直线 上 一 个 定点 O， 连 同 直线 上 一 个 非 零 矢量 z 的 全 体 ， 
叫做 直线 上 的 一 个 标 架 , 记 做 {O;E }, 如 果 z 为 单位 矢量 ,那么 {0O;2 } 
叫做 笛 卡 尔 标 架 ， 在 一 般 情 况 下 ，{O;z } 叫 做 仿 射 标 架 . 

18. 表达 式 7 =xë 中 的 x 叫做 矢量 7 关于 标 架 {O;z } 的 分 量 或 
称 为 坐标 ， 记 做 7 {x} 或 {x}. 

19. 对 于 取 定 了 标 架 {O; HARER Р, RE OP ule 
点 书 的 径 矢 ， 径 矢 OP 关 于 标 架 的 分 量 x 叫做 点 P 关 于 标 架 {O;E} 
的 坐标 ， 记 做 PORE). 

20， 当 直线 上 取 定 标 架 {O; 5} 之 后 ， 直 线 上 全 体 矢 量 的 集合 或 
全 体 点 的 集合 与 全 体 实数 x 的 集合 具有 一 一 对 应 的 关系 , 这 种 一 一 
对 应 的 关系 叫做 直线 上 矢量 或 点 的 一 个 坐标 系 . 直线 上 的 坐标 系 
НО; } 来 表示 ， 此 时 点 O 叫做 坐标 原点 ，E 叫做 坐标 矢量 . 

21. 由 仿 射 标 架 与 笛 卡 尔 标 架 所 确定 的 坐标 系 分 别 叫做 仿 射 
坐标 系 与 笛 卡 尔 坐标 系 . 

22. 取 定 标 架 {O; EHAR, 叫做 坐标 轴 或 简称 为 轴 ， 原点 为 
О, WERSI x 的 轴 记 做 Ох. 


二 、 矢 量 在 轴 上 的 射影 


1. 已 知 空间 的 一 点 4 与 一 轴 1, 通过 4 作 垂直 于 轴 /的 平面 a 
平面 与 轴 ; 的 交点 4 叫做 点 4 在 轴 1 上 的 射影. 

2. W X E AB H 
始点 4 和 终点 B 在 轴 1/ 
上 的 射影 分 别 为 AM 
B', 那么 矢量 AB 叫做 
kE AB EA LAN 
影 矢 量 , 记 作 射影 矢量 
‚АВ. 如 图 1.3. 

3. 如 果 在 轴 上 了 到 与 轴 方 向 相同 的 单位 矢量 e ， 则 有 射影 矢量 
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ГАВ = AB =хе, 其 中 x 叫做 矢量 4B8B 在 轴 1 上 的 射影 记 作 射影 
145 ， 即 射影 AB =x. 

4. 可 以 把 射影 矢量 /48 与 射影 /48 分 别 写成 射影 矢量 z АВ 
与 射影 2 АВ, 且 分 别 叫 做 矢量 АВ ЛЕШ е 上 的 射影 矢量 与 48 在 
e 上 的 射影 ， 两 者 之 间 的 关系 是 

HEREZ AB =E; АВ)е. 

5. Жа, b 是 两 个 非 零 拓 量 , 自 空间 任意 点 O 作 0O4 = а,ОВ 
8 ,把 射线 OA 和 OB 构成 的 在 0 与 x 之 闻 的 角 , 叫做 矢量 了 与 六 能 
Зе, WMA, b) 按 规定 , 36a,b 同 向 , 则 Z(5,8 )=0; #а, 
йй, Шу(а,Б)=л; а ХБ, 则 0<Z(a,B)<zx 

6. 在 平面 上 ， 可 以 引进 从 矢量 到 矢量 8 的 有 向 角 的 概念 ， 
并 记 作 4 (a,5)， 当 aXKB 时 ， 以 矢量 5 扫 过 矢量 &,5 之 间 的 夹 角 
“(а ‚Б ) 旋 转 到 与 矢量 5 同方 向 的 位 置 时 ， 如 果 旋 转 方 向 是 逆 时 针 
的 , 则 4 (а,Бу= (4,6); 如 果 旋 转 方向 是 顺 时 针 的 , 则 < (ā,b) 
=—“Z(a,b). a/b В, X (а,Ь)у= (а,Ь). 

有 向 角 的 值 , 常 可 推广 到 入 一 r 或 > л, 这 时 我 们 认为 相差 
2 整数 倍 的 值 代表 同一 角 ， 对 于 有 向 角 还 有 下 面 的 等 式 

ZX (&,b)=—Z (b,ay Х (ā,b y4 (Б,су=Х (8,ë). 

7. RE ABEM] 上 的 射影 等 于 矢量 的 模 乘 以 轴 与 该 矢量 的 夹 
角 的 余弦 : 


s = 


射影 ,4B=|ABlcos@ 0=4(1, АВ). 
8. 相等 矢量 在 同一 轴 上 的 射影 相等 . 
9. 对 于 任何 矢量 a,8 有 
ш (a +b )= 射 影 ,+ 射影 ,8 . 
10. 对 于 任何 和 撩 熙 a 与 任意 实数 4 有 
w Кла) = А Жа. 


$13 矢量 的 乘积 运算 


一 、 两 矢量 的 数 性 积 


1. 两 个 矢量 2 与 六 的 模 和 它们 夹 角 的 余弦 的 乘积 叫做 矢量 a 
和 的 数 性 积 ( 也 称 数 积 ， 内 积 ， 点 积 )， 记 做 4.5 或 45， 即 
a-b =lallblcosZ(a,b). 
2. а: =|а| 5 Б=|Р|# Жа. 
3. 当 e 为 单位 矢量 时 ас = 射影 2 a. 
4. a-a =|a Ë= a2. 
5. ЖЖ a 和 相互 垂直 的 充 要 条 件 是 a.b =0. 
6. 矢量 的 数 性 积 满足 下 面 的 运算 规律 
(1) 交换 律 4 .2 一 5.a. 
(2) 关于 数 因子 的 结合 律 (Ла). b = (0 .b)= а (А). 
(3) ЗЕ (а+ 5) с 一 a.c+b.c. 
7. Wa=(X,Y,Z y, b=1X,,Y,,Z,y, W 
a.b = XX, +Y,Y, +ZZ,. 
в. йа={Х,у,7}, M |а|= УХ? +2 +22. 
9. 空间 两 点 Piy) Pay RE A E 
а= JG, -xP +(y, у) +(z, —2) . 
10. 矢量 与 坐标 轴 ( 或 坐标 矢量 ) 所 成 的 角 叫 做 矢量 的 方向 角 ， 
方向 角 的 余弦 叫做 矢量 的 方向 余弦 . 

П. EZ XE a = (X, 了 7,2} 的 方向 余弦 是 

cosa= 2 Х 


la] 2 +2 622° 


了 y 
cosp = — =—=—————=, 
ja] NX +Y? +2? 
Z 


Z 
COS7— а 
[а] yX? +2 +72 


соѕ20+с0528+соѕ2у= 1, 
其 中 的 mw B ;分 别 为 矢量 a 与 x 轴 , уйй, 2 轴 的 交角 ， 即 4 的 三 个 
方向 角 . 
13. a 一 {cosw cos cos 分 . 
14. 设 空 间 中 两 个 非 零 矢 量 为 4 (XY. Z, b =1X,,Y,,Z,), 


那么 它们 夹 角 的 余 弱 是 
a-b XX, +Y Y, +77, 


соз (а Б) су T Х! +Ү? +7?Х? +Ү? +72 
15. 矢量 a {Х\,У,,2, 和 六 一 [2, 了 72,Z2} 相 互 垂直 的 充 要 条 件 是 
XX,+YVY,+ZZ,=0. 
16. 设 平面 上 的 两 矢量 为 a {Х,У}, b =1X,,Y,), 那么 有 
a-b =XX, +Y Y,. 
(1) 平面 上 两 点 PiGo, ул), Ро, y B 0995828 
4=\РР,|= [о =) +00). 


(2) Кв а 的 方向 余弦 cosa, cosg 可 以 表示 为 


且 


H. соѕа+соѕ28=1. 
(3) 非 零 矢量 a IX, Y, ID {XY,7,} 夹 角 的 余弦 为 
XXa +Y Y; 


cosZ(a,b )= . 
wa +Y? 4х2 +Y2 
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二 、 两 矢量 的 矢 性 积 


1. 两 矢量 4 与 5 кн СНАЯ, НА, ХА) 是 一 个 
矢量 ， 记 做 a x$ Rabb CHRE 
laxb |=|а |15 lsinZ(a,b ), 
它 的 方向 与 a,6 都 垂直 , ЭЖЕН а ,5 ,a x5 这 个 顺序 构成 右手 标 架 
{О;а,Б,а xb}. 
2. 两 不 共 线 矢量 4 与 5 的 矢 性 
积 的 模 , 等 于 以 a 与 5 为 邻 边 所 构成 
的 平行 四 边 形 的 面积 , 即 S= [а xb], 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 > 


如 图 1.4. о а 

3. 两 矢量 a 与 6 共 线 的 充 要 条 | 
件 是 ах =0. {кх 

4. 矢量 的 矢 性 积 满足 下 面 的 运 图 14 
算 规律 : 


1) 反 交 换 律 axB = —(Б ха). 

(2) 关于 数 因子 的 结合 律 Җа xb)=(Aa)xb = ax(Ab). 
(3) 分 配 律 (a+b)xč = axc 十 五 xc. 

5. ЖА, /为 任意 实数 ， 有 

(AQ)x(ub)=(Ajb(a xb), сха+Бу=сха+схВ. 
6. 如 果 a = (Xi, YZ, b = (X, Y, Zn, ЖА 


~ 


z, X, 
2, xX, 


Jt 


N = 


axb = i + 


- -| zl- 
5, 2, 


an 
lI 
Ea 
MOK Su 


N 


三 、 三 矢量 的 混合 积 
1. 给 定 空间 的 三 个 矢量 4, b, “ ， 如 果 先 做 前 两 个 矢量 4 55 


的 矢 性 积 ， 再 做 所 得 的 矢量 与 第 三 个 矢量 c 的 数 性 积 ， 最 后 得 到 的 
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这 个 数 叫做 三 矢量 a， b, c 的 混合 积 ， 记 做 (a x2)c 或 (a ,b,c) 
或 (a b c). 

2. 三 个 不 共 面 失 量 4 ,b,c 的 混合 积 的 绝对 值 等 于 以 4， 
b ,c 为 棱 的 平行 六 面体 的 体积 yv, 并 且 当 a ,b,c 构成 右手 系 时 泥 
合 积 是 正 数 ， 当 a ,b,c 构成 左手 系 时 ， 混 合 积 是 负数 ， 也 就 是 
有 (a bc)=eV， 当 a ,b,c 是 右手 系 时 -1; ща, b, c 是 左手 
Aite -1. 

3. 三 矢量 a Б, СААИ (а b c). | 

4. 轮换 混合 积 的 三 个 因子 ， 并 不 改变 它 的 值 ， 对 调任 何 两 个 
因子 要 改变 混合 积 符号 ， 即 

(ab с) с ау=(с а а Бу=-($ ас)= 4с b ay=—-(a c b). 

5. (axb) c= а (xe). 

6. 如 果 а=, Y,, Z), b=, Ya Z}, с={Х Ya Z}, 那么 


Xx Y Z 
(abo=|Xx, Y, Z, 
X, Y, Z, 
7. 如 6 假设 ，a， b, с 三 个 矢量 共 面 的 充 要 条 件 是 
X, Y, 21 
X, Y, 7,|=0 
X, Y, Z, D С 
BJ 1. 如 图 1.5, 设 M E 
平行 四 边 形 ABCD 的 中 心 ， 
O 是 任意 一 点 ， 证 明 
ОА+ОВ+ОС+ОБ = 4 У 
40M. 
分 析 : 将 OM 分 别 看 作 д 
AOAC 与 AOBD 的 中 线 . 图 1.5 
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证 明 : 因为 OM = —( 4+OC)， ОМ = 1(08+05), 


(OA+OB+OC+OD) 
即 
OA+OB+OC+OD =4ОМ. 
例 2. 设 点 O 是 平面 上 正 多 边 形 ААА, 的 中 心 ， 证 明 : 
ОА +ОА, +---+ OA, 一 0. 
分 析 : 如 图 1.6， 每 一 矢量 O4 都 是 其 相 邻 两 矢量 的 和 矢量 的 
某 一 倍数 ， 从 而 求解 . A, 


证 明 : 因为 
ОА, + ОА, =104.， 
ОА, + ОА, =АОД, А; 
aam NN 


ОА, + ОА, =104 ， A 4 
所 以 2(ОА+ОА, +---+ОА,) 
-ADA +0, ++ 0A), 


所 以 (一 2(04+04 +…+O4 )= 0. 
显然 42, 即 2—2=0. 
所 以 ОД +ОА, +---+ОА, = 0. 


例 3. 在 空间 直角 坐标 系 {O;7,j,X} 下 ， 求 P@,—3,—1), Ma, 


b, co) 关于 (1) 坐标 平面 ，(2) 坐标 轴 ; (3) 坐标 原点 的 各 个 对 称 点 
的 坐标 . 


解 : 可 按照 “关于 哪 轴 对 称 ， 哪 轴 不 动 ， 其 余 变 号 ”的 方法 去 
考虑 ， 有 
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M (a, b, ЖЕ хОу 平面 的 对 称 点 坐标 为 (a, b, —с), 
M (a, b,c) 关 于 yOz 平面 的 对 称 点 坐标 为 (一 a, b, с), 
M (a, b,c) 关 于 xOz 平面 的 对 称 点 坐标 为 (a, 一 b, с), 
M (a, b, c) 关 于 x 轴 平 面 的 对 称 点 坐标 为 (a, 一 b, 一 c)， 
M (a, pc) 关于 》 轴 的 对 称 点 的 坐标 为 (一 a, Ь,—с), 
M (a, b, c) 关 于 z 轴 的 对 称 点 的 坐标 为 (一 a, 一 5b, с). 
类 似 考虑 P (2, 一 3， 一 1) 即 可 . 
例 4. аква, Б, сви: 
(1) а={0, —1,2}, В ={0,2, —4}, с={1,2, — 1); 
(2) а = {1,2,3}, b={2, —1,0}, с ={0, 5, 6). 
试 判别 它们 是 否 共 面 ? 能 否 将 表 成 a ，5 的 线性 组 合 ? 若 能 表 
示 ， 写 出 表示 式 . 


0 -1 2 
解 :(1) 因为 0 2 -=0, 所 以 а, b, c 三 矢量 共 面 ， 
1 2 -1 


HFa, 刀 的 对 应 坐标 成 比例 ， 即 a/8 {Нс Ка, ВЕС 
Жа, 5 的 线性 组 合 . 

例 5. 证 明 (a x5 站 志 a*5?， 并 说 明 在 什么 情形 下 等 号 成 立 . 

证 明 : (ахБу?=|ахБ P= ja 5 Ёѕіп?4(а,5) 

<=|аБЁ?=а®Б?. 

要 使 等 号 成 立 , 必须 їп (а,Б )=1‚ 从 而 sinL(a,b )=1, Ж 
Z<Ga,b)= х, 即 当 a Б 时 ， 等 号 成 立 . 

例 6. ЖЕНШ Ж а+Б+с=0, Ж ДдахБ=Бхс=сха, 并 
说 明 它 的 几何 意义 . 

证 明 ; HHa+b+c=0,# (а+Б+су‹с=0хс=60, 但 
cxc 一 0， 于 是 

ахс+Бхс= , 

16. 


所 以 
Бхс=сха. | 
间 理 ， 由 (a+b+c)xa =0, 有 сха=ахЬ, 
从 而 
ахБ=Бхс=сха. 
其 几何 意义 是 : 以 三 角形 的 任 二 边 为 邻 边 构成 的 平行 四 边 形 的 面 
积 相等 . | 

例 7. Жа, b,c 为 三 个 非 零 矢量 ,证 明 

(D(a, b, с+да+иь) (а, b, с); 

Q)(a +b, b+c, e+a)=Xa, Б, с). 

证 明 : (1) 左 端 =(axD)(c4Aa+/D) 
=(ахЁЬ)у-с+(а хЬ)-(а у+(а х® (и) 
=(axb):c+X(axb)ya+n(axb) b 
=(a b cya(a Ба)+ща b b) 
=(a b c 4438. 

(2) Жейй=[(®+с)х(с+а)у(а+Ё) 
=[bxc+bxa+cxa}(a+b) 
=(bxc)a+(bxa)a+(cxa)ya+(bxe)yb+(Obxa) 

.ba(e xay ЬЬ c aye a Б)=2(а b ct. 

例 8. йй =ае, +be, + се, ,5 = ае +b,e, +c,ë, ， ў=а,е + 

Ье, +c,e, , 试 证 明 


а, b, С, 
(u,v,w)=la, b, c,|(eë,,e,,e,). 
а, b, с, 
证 明 : 因为 
-Ia 0| 一 b c| — 一 、|c a| — 
иху= (e, x e, У+ (e, x e, )+ (e,xe,) 
а, 0, 2 Cz з 0, 
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所 以 


CERROS OESIE 


a b| — — lb co 一 一 一 ca 一 一 
= сз(е, x e, ) e, + ае, x e, ): e + bs( e, хе): 

а, b, b, c, © a 
— [а b b c с, а 一 一 一 

! © i 
е, = | Че, + |, (е, хе, )-е, 
а, Ь, b, c, с, а, 

a b с, 
=a, b, с,(е,,е,,е,). 

a, b, c, 

习题 一 


1. 设 G 是 A4BC 的 重心 ，O 是 空间 任意 一 点 ， 试 证 
Об = = (04+OB+OÓ). 


2. ЖОР =r, (=12,3,4)， 试 证 Pi, Pa, Ps, Py 四 点 共 面 的 充 
要 条 件 是 存在 不 全 为 零 的 实数 入 (i 二 1, 2, 3, 4) 使 
Air, +A, than tA r, =0, BA =0. 
3. 指出 坐标 满足 下 列 条 件 的 点 (x, у, z) 在 空间 的 位 置 . 
(1) x=y; (2) у2<0; (3) ху2<0. 

4. 已 知 线段 АВ 被 点 CO, 0, DH D(5,—2, 0) 三 等 分 , 试 求 这 个 
线段 两 端点 4 与 B 的 坐标 . 

5. 如 果 非 零 矢量 # (二 1,2,3) 满 足 7 =r xr F, = r. xr, r, = 
„хт, WAT, r ,是 彼此 生 直 的 单位 矢量 ， 并 且 按 这 次 序 构成 
右手 系 . 

6. E% АВ=а-2Ь, AD=a-3b, 其 中 la|=5, |Б|=3, 


4а, ==, 求 平行 四 边 形 ABCD 的 面积 . 


7. 求 下 列 混合 积 的 值 
W, j,i + +K); Q)(J+k,kK+i,.i+j); 
(3) (a, Б,а+Б- с» (4у(а,а+Б+с,а+Ь). 
8. Ййа=Зе+4е,, Б=е —2e,, с=2е,-+Е3е‚, 证明: 三 矢 
Жа, Б, СШ. 
9. Е{О;Т,],Е}К, ZREa=j+k, b=k+I, ¿=i +J 
位 置 关 系 如 何 ? 
10. 已 知 三 非 零 撩 量 4,， b, с, Ка, 5, OSANE 
在 什么 条 件 下 等 号 成 立 ? 并 写 出 坐标 表示 式 . 
П. RROA =r, OB=r,, OC =r,, WMEBJR=(rxr)+ 
(r, xn) 十 (7 xr, EAT ABC 平面 . 
12. 用 矢量 代数 的 方法 证 明 : 
(1) 三 角形 的 三 中 线 共 点 且 这 点 到 顶点 的 距离 是 到 对 边 中 点 
距离 的 二 倍 . 
(2) 三 角形 的 三 高 共 点 . 
(3) 四 面体 的 顶点 与 对 边 中 点 的 连 线 相交 于 一 点 且 这 点 到 顶 
点 的 距离 是 到 对 边 距离 的 三 倍 . 
(4) 三 角形 的 正弦 定理 


sin4 sinB sinC` 
(5) AATE OE Heron A \ 式 ， 即 三 斜 求 积 公 
=p(p—a)(p—b)(p—¿o). 
式 中 nbn 的 站 A 为 三 角形 的 面积 . 


BE KRJ HE 


本 章 首 先 在 欧 氏 平面 上 引入 无 穷 远 元 素 建立 射影 平面 概念 ， 其 
次 在 射影 平面 上 引进 齐 次 坐标 概念 ， 然 后 介绍 射影 几何 的 对 偶 原 
则 ， 最 后 将 实 射影 平面 推广 为 复 射影 平面 . 
本 章 的 知识 结构 为 
欧 氏 平面 -| a | 
_ | ж | -xs | 点 坐标 与 级 坐标 | 
方程 点 方程 与 线 方 各 
= 点 几何 < 对偶 原则 ал, 
二 实 射影 平面 ЁЛ нузи. 


§ 2.1 无 穷 远 元 素 


一 、 中 心 射影 


中 心 射影 分 直线 到 直线 与 平面 到 平面 两 种 ， 下 面 分 别 来 讨论 . 

1. 直线 到 直线 : 如 图 2.1, W /7 是 同一 平面 内 的 两 条 不 同 直线 ， 
O 是 平面 内 不 在 hI 上 的 一 点 ，0O 与 1 上 的 点 4，B，… 相 连 ， 并 延 
长 交 7 于 A4'，B',，…. 那 么 ， 所 得 1 上 的 点 与 1 上 的 点 之 间 的 对 应 关 
系 称 为 直线 ТВА РЕНАН. А, В, ПШ, А, В, 
叫做 影 象 点 .O 点 叫做 射影 中 心 ，O4，0OB，… 叫 做 射影 线 . 

2. 平面 到 平面 : 如 图 2.2， 设 和, 和 是 任意 两 平面 ，8g 为 其 交 线 ， 


O 为 不 属于 这 两 平面 的 一 点 .0 与 区 上 的 点 МАЕ, НЕКУ Л 
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M. 那 么 ， 所 得 上 的 点 与 x' 上 的 点 之 间 的 对 应 关系 称 为 平面 元 到 
平面 好 的 中 心 射 影 . 


图 2.1 2.2 
з. 没 影 点 与 没 影 线 : 在 直线 /到 直线 /的 中 心 射影 中 ， 当 7 上 
的 一 点 P 使 射影 线 OPNHY1 时 ，P 在 1 上 的 对 应 点 不 存在 ; 当 rE 
的 一 点 Q' 使 OO”V1 时 , О' 在 1 上 的 对 应 点 不 存在 .把 P 和 QQ’ 
叫做 没 影 点 .同样 ， 在 平面 zz 到 平面 zz 的 中 心 射影 中 ， 也 可 以 得 到 
没 影 线 的 概念 . 


由 没 影 点 与 没 影 线 的 存在 可 知 ， 直 线 到 直线 或 平面 到 平面 的 中 
心 射 影 都 不 是 一 一 对 应 ， 为 了 建立 完备 的 中 心 射 影 ， 有 必要 引入 无 
9305Ж. 

二 、 无 穷 远 元 素 

直线 到 直线 或 平面 到 平面 的 中 心 射影 都 不 是 一 一 对 应 ， 这 个 缺 
陷 产 生 的 原因 , 就 是 两 平行 直线 或 平面 不 相交 .要 消除 这 个 缺陷 就 要 
在 欧 氏 平面 上 引入 新 的 元 素 : 

1. 无 穷 远 点 : 我 们 规定 平面 上 同一 方向 的 所 有 直线 都 相交 于 一 
个 理想 点 ， 称 为 无 穷 远 点 ， 记 作 : Pa. 

2. 无 穷 远 直线 : 我 们 规定 空间 同一 方向 上 的 所 有 平面 都 相交 于 
一 条 理想 直线 ， 称 为 无 穷 远 直 线 ， 记 作 : le. 
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一 条 直线 上 只 有 一 个 P， 一 个 平面 上 只 有 一 条 /~， 且 平面 上 
各 方向 的 所 有 P- 构 成 该 平面 上 的 唯一 人 . 
把 无 穷 远 点 和 无 穷 远 直线 统称 为 无 穷 远 元 素 〔 或 理想 元 素 ). 


三 、 射 影 平面 


1. 欧 氏 平面 :不 存在 无 穷 远 元 素 ， 平 行 线 存 在 而 不 相交 . 

2. 仿 射 平面 : 如 果 把 引入 的 无 穷 远 元 素 作为 特殊 的 元 素 看 待 ， 
这 种 观点 称 为 仿 射 观点 ， 相 应 的 平面 称 为 仿 射 平面 ;在 仿 射 平面 上 
平行 线 存 在 ， 相 交 于 无 穷 远 处 . 

3. 射影 平面 : 如 果 把 引入 的 无 穷 远 元 素 与 普通 元 素 不 加 区 别 地 
看 待 ， 这 种 观点 称 为 射影 观点 ， 相 应 的 平面 称 为 射影 平面 ; 在 射影 
平面 上 没有 无 穷 远 元 素 ， 平 行 线 不 存在 . 


$22 齐 次 坐标 


点 和 直线 的 概念 已 经 推广 ， 点 和 直线 的 代数 表示 也 要 跟着 推广 
才能 适应 需要 . 


一 、 点 的 坐标 与 直线 的 方程 


直线 上 一 点 M 的 坐标 为 x， 若 
X=XI : Xp 050. 

W (ху, х) 称 为 M 的 齐 次 坐标 ，x 称 为 M 的 非 齐 次 坐标 . 

(1) 对 于 任意 K 关 0), k (ху, x2) = (о, Do) 与 (ху, x) 
表示 直线 上 同一 点 ; 

(2) 当 x=0, xvZ0 时 ， 用 Оц, 0) =х (1，0) 表示 直线 上 
的 无 穷 远 点 ; 

(3) (0，0) 不 表示 任何 点 . 


同样 ， 平 面 上 一 点 MM 的 非 齐 次 笛 氏 坐标 为 (x，y)， 若 
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X=X1 : X3，y=X2 ; Xz» X30. 
则 (xis X25 x3) 称 为 M 的 齐 次 币 氏 坐标 . 
(4) 对 于 任意 4550), k (ху, х, xy) = (ор, Бо, Kk xs) 与 
(ху, xo х3) 表示 平面 上 同一 点 ; 
(5) 当 x,=0, xi, x> PEA O BFF, H] (xi，x，0) 表示 以 xi : 
x, 为 方向 的 直线 上 的 无 穷 远 点 ; 
(6) (1, 0, 0) 表示 x 轴 上 的 无 穷 远 点 ，(0，1，0) 表示 y 
轴 上 的 无 穷 远 点 ，(0，0，1) 表示 坐标 原点 ，〈《0，0，0) PERE 
何 点 . 
2. 直线 的 方程 : 
在 平面 上 方程 ax+by+c=0 表示 的 是 一 条 直线 , 叫做 直线 的 非 齐 
次 方程 . 用 齐 次 坐标 可 表示 为 axi+b ху+с x3=0， 岂 做 直线 的 齐 次 方 
程 . 
无 穷 远 直 线 的 特征 是 x3=0， 所 以 取 x3=0 为 无 穷 远 直 线 的 齐 次 
方程 .无 穷 远 直线 没有 非 齐 次 方程 . 
例 2.1 求 斜率 为 k 的 直线 y=kr+b 上 的 无 穷 远 点 . 
№: 直线 y=kc+b 的 齐 次 方程 为 tr1- x2+b x3=0， 与 无 穷 远 直 线 
x3=0 的 联 立 方程 组 为 
kx, — x; + bx, = 0, 
| x, = 0. 
解 得 交点 为 x1 : x2 : 2=1 : k: 0， 所 以 斜率 为 大 的 直线 上 的 
无 穷 远 点 是 (1 , k, O). 
例 2.2 Жа{а, а, аз), ЬЬ, bo Ьз},х{ху› xo хз) ЗЕЯ 
直线 
aiXI+ q> X2+ аз X3=0 (Ша 。X=0)， 
与 
bixit bz x2+ bs хз=0 CBD + x=0) 
的 交点 为 x=a xb. 
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证 明 : 两 直线 的 联 立 方程 组 为 
a,x, + a,x, + a,x, = 0, 
bx, + b,x, + b,x, = 0. 


解 得 交点 坐标 为 

‚„.„-_|% 983 |03 aj |а а, 

тз С b, b| |b b| lb b, 

而 两 矢量 的 又 乘 为 

РА г _ а, а, а, а, а, а, 

ax b = Í b, b.f |b, b [|b b, Ь 
所 以 两 直线 交点 为 

x=axb. 

二 、 直 线 的 坐标 与 点 的 方程 


直线 uxt u x+ из хз=0 (и * х=0) 由 其 系数 完全 确定 ， 
把 不 全 为 0 的 三 个 数 (un u 13) 称 为 直线 uxt и) x+ us xs=0 
的 齐 次 坐标 . 

(1) 对 于 任意 Щ5=0), k (ш, 10, us) = (kun kun K us) 
5 (ш, 10, 13) 表示 平面 上 同一 条 直线 ; 

(2) 当 ww 关 0《 即 直线 不 通过 原点 ) 时 ， 称 


u u, 
u=—,v=— 
и, H, 


为 直线 uxt wz X2+ из x3=0 的 非 齐 次 坐标 ， 当 ww=0， 即 过 原点 的 直 
线 没有 非 齐 次 坐标 ; 

(3) y 轴 的 齐 次 坐标 是 “1，0，0), y 轴 无 非 齐 次 坐标 〈 因 为 
过 原点 )，x 轴 的 齐 次 坐标 是 (0，1，0)，x 轴 也 没有 非 齐 次 坐标 ， 
无 穷 远 直线 的 齐 次 坐标 是 (0, 0, 1), 无 穷 远 直线 的 齐 次 坐标 是 (0， 
0) . 
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(4) 与 例 2 一 样 ， 两 点 4 (а, а, аз), Б (bro bo by RER 
的 坐标 为 x = a xb (请 读者 自 证 ). 
2. 点 的 方程 
过 定点 x {x1，x2，%} 的 所 有 直线 都 满足 方程 xjus+ xu + xu 
=0， 
HP x, хә, xs AER, u, w ш 为 变量 . 
把 方程 
XIUI 十 хри + хзиз =Ü 
ИЖ рд (xp x x) 的 齐 次 方程 . 
把 方程 
Xut xv + xs =Ü 
ПИЧ кї (ху, хо, хз) 的 非 齐 次 方程 〈 坐 标 原点 无 非 齐 次 方程 ) . 
例 2.3 在 射影 平面 上 ， 求 下 列 各 直线 的 齐 次 与 非 齐 次 坐标 . 
(1) x+y-1=0, (2) x-y=0, (3) y=0. 
Ж: (1) 直线 x+y-1=0 的 齐 次 方程 为 zi+ x2- x3=0， 则 其 齐 次 坐 
标 为 《1，1，-1)， 非 齐 次 坐标 为 〈(-1，-1) . 
(2) 直线 x-y=0 的 齐 次 方程 为 zi-xz =0， 则 其 齐 次 坐标 为 〈1， 
1，0)， 没 有 非 齐 次 坐标 〈 因 为 直线 过 原点 ) . 
(3) 直线 y=0 的 齐 次 方程 为 x, =0， 则 其 齐 次 坐标 为 《0，1， 
0)， 没 有 非 齐 次 坐标 (因为 直线 过 原点 ). 
例 2.4 在 射影 平面 上 ， 求 下 列 各 点 的 齐 次 与 非 齐 次 方程 . 
a) (1, -2), (2) (0, 1), (3) (0,0). 
Ж: (1) 点 (1, -2) 的 齐 次 坐标 为 《1，-2，12， 则 其 齐 次 方 
程 为 uj- 2uU2 +из =0, 非 齐 次 方程 为 и-2у +1 =0. 
(2) ж (0, 1) 的 齐 次 坐标 为 《0，1，1)， 则 其 齐 次 方程 
为 +из =0， 非 齐 次 方程 为 v +1=0. 
G) 坐标 原点 《0，0》 的 齐 次 坐标 为 《0，0，1)， 则 其 齐 
次 方程 为 ws =0， 没 有 非 齐 次 方程 . 
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523 点 几何 与 线 几 何 


一 、 对 偶 原 理 


І. 对 偶 元 素 : 射影 平面 上 的 点 和 直线 称 为 一 对 对 偶 元 素 .点 在 
直线 上 或 直线 过 点 ， 都 称 为 点 与 直线 接合 . 

2. 对 偶 命 题 : 在 上 只 涉及 点 与 直线 的 射影 命 古 中 ， 把 “点 ” 换 
为 “直线 ” “直线 ” 换 为 “点 ”， 而 得 到 另 一 个 命题 .这 样 的 两 个 命 
题 称 为 一 对 对 偶 命 题 . 

3. 对 偶 图 形 : 在 由 点 和 直线 构成 的 图 形 中 ， 按 照 对 偶 命 题 的 
方法 得 到 另 一 个 图 形 ， 把 这 两 个 图 形 称 为 一 对 对 偶 图 形 , 

4. 对 偶 原则 : 平面 上 的 射影 命题 都 是 成 对 出 现 的 ， 著 其 中 一 
个 命题 成 立 ， 则 另 一 个 命题 也 一 定 成 立 ， 这 个 结论 称 为 对 偶 原 则 . 


二 、 点 几何 
以 点 为 基本 元 素 的 几何 称 为 点 几何 .点 几何 里 点 有 坐标 ， 直 线 


有 方程 ， 直 线 看 成 是 点 的 轨迹 .点 几何 的 命题 如 下 : 
1. 两 点 决定 一 直线 .有 两 个 顶点 ， 一 条 边 ， 构 形 代号 为 


2 1 
Gi} 
2. 三 点 形 ( 平 面 内 不 共 线 的 三 点 及 其 两 两 的 连 线 构成 的 图 形 ). 
有 三 个 顶点 ， 三 条 边 ， 构 形 代号 为 


3 2 
Ë 3) 
3. 四 点 形 《〈 平 面 内 无 三 点 共 线 的 四 点 依次 相连 构成 的 图 形 ) . 
有 四 个 顶点 ， 四 条 边 ， 构 形 代号 为 
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4 2 

G. 
4. 完全 四 点 形 (平面 内 无 
三 点 共 线 的 四 点 及 其 两 两 的 连 
线 构成 的 图 形 ， 如 图 2.3) .有 
四 个 顶点 ， 六 条 边 (三 双 对 边 )， 
构 形 代号 为 


4 3 i 图 2.3 完全 四 点 形 ABCD, 
(2 s) 对 角 三 角形 POR 

其 三 双 对 边 的 交点 (对 角 点 ) 分 别 为 P，2，R， 对 角 点 产生 的 三 
点 形 叫做 完全 四 点 形 的 对 角 三 角形 . 


=. 线 几 何 


以 直线 为 基本 元 素 的 几何 称 为 线 几何 . 线 几 何 直线 里 有 坐标 ， 
点 有 方程 ， 点 看 成 是 直线 的 轨迹 . 线 几何 的 命题 如 下 : 
1. 两 直线 决定 一 点 有 一 个 顶点 ， 两 条 边 ， 构 形 代号 为 
1 2 
(3 
2.， 三 线形 (平面 内 不 共 点 的 三 直线 及 其 两 两 的 交点 构成 的 图 
形 ). 有 三 个 顶点 ， 三 条 边 ， 构 形 代号 为 
3 2 
G3) 
3.， 四 线形 (平面 内 无 三 线 共 点 的 四 直线 依次 相交 构成 的 图 
形 ) . 有 四 个 顶点 ， 四 条 边 ， 构 形 代号 为 


61) 


.完全 四 线形 (平面 内 无 三 线 共 点 的 四 直线 及 其 两 两 的 交点 
构成 的 图 形 ， 如 图 244) .有 六 个 顶点 (三 双 对 顶点 )， 四 条 边 ， 构 形 
代号 为 
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图 2.4 完全 四 线形 abcd, 对 角 三 角形 pgr 
其 三 双 对 顶点 的 连 线 (对 顶 线 ) 分 别 为 D4;r， 对 顶 线 产 生 的 三 线 
形 叫 做 完全 四 线形 的 对 角 三 角形 . 
mD., ERE 
1. WYK Desargues) 8. 
定理 2.1 如 图 2.5, 在 A4BC 和 A4' B'C' 中 ， 如 果 对 应 顶点 


的 连 线 44', 8B' ,CC' 共 点 ， 则 对 应 边 的 交点 P =BCXB' C' , Q 
=CAXC'A', R=ABXA'B' RR. 构 形 代号 为 
S 


25 ЖЭР 
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10 3 
[5 io) 
W: MUA, B, CHIA. B' , C' 及 P，QO，R 等 既 表 示 点 ， 又 
表示 点 的 坐标 矢量 . 设 44 ,8B' , CC' 共 点 于 S. A, 4,538 


( 即 矢量 А, A ,S 线性 相关 ), .5S 可 以 表示 为 4 和 4' 的 线性 组 合 : 


S=a4+a' A , 
同 理 : 
S=pB+p'B' , 
-S=yC+y' С’. 
三 式 相 减 得 
а4-8В=- (о'4'-8'В' ) = R, 
BB-yC=- (0'B' -y'C’) =P, 
yC-aA=- (y'C'-a' А) = Q. 
则 | 


P+O+R=0 
即 三 矢量 P，Q，R 线性 相关 ， 所 以 三 点 P，Q，R 共 线 . 
2. ШКО ОТВ) 定理 ; 
定理 2.1 在 两 个 三 角形 中 ， 如 果 三 双 对 应 边 的 交点 共 线 ， 则 
三 双 对 应 顶点 的 连 线 共 点 .( 根 据 对 偶 原 则 一 定 成 立 ) 
例 2.5 在 平面 上 给 定 二 直线 a 和 b 及 外 一 点 Р, ЖА Н a 
与 5b 交点 的 前 提 下 ， 作 一 条 直线 过 P 和 这 个 交点 . 
作法 :( 如 图 2.6) 
(1) 在 二 直线 a,b 外 任 取 一 点 O; 
(2) 过 O 点 任 作 三 直线 1,，m, n B IXa = Q, 1хЬ =R, n 
Ха=0', nXb=R'; 
(3) 连接 P, От T O, Ж P. Ет T О, 连接 On 
O'M On R' PXFP. 
Р, Р 的 连 线 就 是 所 求 直线 . 
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图 2.6 

ШЕВА: 在 APOR 和 AP'OC'R' 中 ，… 对 应 边 的 交点 O, O), O, 
共 线 ，,… 对 应 顶点 的 连 线 PP' ,292' , RR' 共 点 〈 笛 沙 格 道 定理 )， 
即 PP' 过 a fl b 的 交点 . 

例 2.6 设 命题 为 4: 如 果 两 个 完全 四 点 形 的 五 对 对 应 边 的 交 
点 在 同一 直线 上 ， 则 其 第 六 对 对 应 边 的 交点 也 在 此 直线 上 , НҢ 
对 对 应 顶点 的 连 线 交 于 同 
一 点 〈 如 图 2.7) . 

试 写 出 命题 4 的 对 偶 
命题 P4， 并 用 笛 沙 格 定理 
证 明 这 两 个 命题 . 

解 : 对 偶 命 题 P : 如 
果 两 个 完全 四 线形 的 五 对 
对 应 顶点 的 连 线 通过 同一 
点 ， 则 其 第 六 对 对 应 顶点 
的 连 线 也 通过 此 点 ， 且 其 


四 对 对 应 边 的 交点 在 同一 图 2.7 
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直线 上 《如 图 2.8) . 

下 面 用 笛 沙 格 定理 证 明 命题 
4， 从 而 也 证 明了 对 偶 命 题 Pi. 

设 两 个 完全 四 点 形 AB G.D, 
和 42B2C2D; 的 五 对 对 应 边 的 交点 
А\В,Х А›В›=Р, B,C, X B;C,=0, 
C ID, X CG;D==R, РА х D;A;=S, 
A1C1XA2C2=7 在 同一 直线 1 E, 
欲 证 连 线 414,、B1B,、C1C2、D1D， 
” 共 点 ， 且 第 六 对 对 应 边 的 交点 
Q=BIC1X B,C; 也 在 直线 1 上. 

ТЕЛА\В,С, Ж ЛА»В›С; th, °” 
对 应 边 的 交点 Р, О.Т R, 
HAMARE AA BBa COCIA CRW ЙЕН); 

AACD #llAA,;C;D; 中 ，… 对 应 边 的 交点 R, S, TRR, 2. 
对 应 顶点 的 连 线 A,A. С.С. DD, JE A (yb ЭЙ ЕШ); 

因此 ， 连 线 Ada ВІВ. CCa рр, 共 点 . 

又 在 A4iBID 和 Ad2B2Dz 中 ，… 对 应 顶点 的 连 线 414，,、B1B，、 
DiD: 共 点 ，… 对 应 边 的 交点 P, 5, URR Ayi E), B UE 
P. S 的 连 线 7 kE. 


$24 复 射影 平面 


在 推广 的 欧 氏 平面 (射影 平面 ) 上 ， 讨 论 直 线 与 二 次 曲线 的 关 
K, 涉及 到 解 二 次 方程 的 问题 , 在 代数 中 引入 虚数 的 方法 来 解决 
二 次 方程 的 根 .相应 地 ， 在 几何 中 引入 虚 点 的 方法 来 解决 ， 从 而 使 
实 射影 平面 推广 为 复 射影 平面 . 
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一 、 非 齐 次 坐标 表示 的 复元 素 


1. 当 平 面 上 建立 了 笛 卡 尔 坐 标 系 之 后 ， 一 对 有 序 实数 (*, y) 就 
表示 平面 上 的 一 个 点 ,如果 x, y 中 至 少 有 一 个 是 虚数 ， 我 们 把 它 叫 
做 平面 上 的 虚 点 ， 而 x,y 叫做 这 一 虚 点 的 坐标 ， 相 应 地 把 坐标 是 一 
对 实数 的 点 叫做 平面 上 的 实 点 . 如 果 两 个 虚 点 的 对 应 坐标 是 共 斩 
复数 ， 那 么 这 两 点 叫做 一 对 共 思 虚 点 ， 实 点 与 虑 点 统称 为 复 点 . 

2. 设 M&s у) 5 Maz y2) 为 平面 上 的 两 复 点 ,那么 我 们 称 
{х-ху, узул} AA Mi 为 起 点 ，M 为 终点 的 复 和 撩 量 ， 记 做 MM; » 
如 果 хох, 与 yy-y1 中 至 少 有 一 个 虚数 时 , 我 们 把 它 叫做 虚 矢 量 . 如 
RA М(х, 的 坐标 满足 表达 式 


其 中 4 为 复数 ， 我 们 就 说 M 分 M.M, 成 定 比 1， 特 殊 地 把 点 


м(252, ЖЕ) ммен, 


3. ral x tO А) MA HEA мба, уу), Myo, 0 
y=» +(y, — у), 


定 的 直线 的 参数 方程 ， 式 中 ! 为 参数 ， 它 可 为 任意 的 复数 . 消去 参 
数 1 得 Ax+BytC = 0, 称 为 直线 的 一 般 式 非 齐 次 方程 ， 如 果 A, В, С 
与 三 个 实数 成 比例 ， 则 直线 称 为 实 直线 ， 和 否则 称 为 虚 直 线 ， 实 直线 
与 虚 直 线 统称 为 复 直 线 . 

4. 复 点 与 复 直线 统称 为 复元 素 ， 引 入 了 复元 素 的 射影 平面 称 
为 复 射 影 平面 . 


二 、 章 次 坐标 表示 的 复元 素 
1. 平面 上 一 点 M 的 笛 氏 非 齐 次 坐标 《x, y)， 若 


X=x1 : Хз, у=хз : Xy, HO. 
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W (ху, x x3) RA M 的 笛 氏 齐 次 坐标 . 

ШЖ (х, х, 5) 与 三 个 不 全 为 0 的 实数 成 比例 ， 则 称 M 为 
实 点 . 否则 ， 称 M 为 虚 点 . 如 (2, 0, 4), (21, 0, 41), (2-21, 0, 
4-4 D 都 是 实 点 . ПШ (2-21, 0, 1) 是 虚 点 . 

2. 不 全 为 0 的 三 个 数 (u， U2» 13) 称 为 直线 Хх U2 X2 十 из хз=0 
的 齐 次 坐标 . Ж Cup uo из) 与 三 个 实数 成 比例 ， 则 直线 称 为 实 直 
线 ， 否 则 称 为 虚 直线 . 当 wu; 关 0( 即 直线 不 通过 原点 ) ШЇ, (и, у): 

и 


и 
u=—,v=— 
u, u, 


为 直线 uxt ш ха+ изэз=0 的 非 齐 次 坐标 ， 着 (x， 呈 中 至 少 有 一 个 
是 虚数 ， 则 直线 称 为 虚 直 线 ， 否 则 称 为 实 直线 . 

3. 复 点 (х, x љ) 与 复 直线 (щш, и, u) 接合 的 关系 式 
为 


UX t и Xat из хз=0. 
аля 


我 们 知道 , 两 个 复数 е=а+ы 与 ë=a-bi ПЧ 3 Ый, 特别 地 ， 
WR р==0, ДКЗ. 

1. 概念 : 

如 果 两 个 复元 素 〈 点 或 直线 ) Аи АЕ ОВ) 数 ， 
MARHE (В) 元素. 

非 齐 次 坐标 表示 的 一 对 共 思 复 元 素 ,其 坐标 一 定 对 应 为 共 轿 复 
Ж; 但 齐 次 坐标 表示 的 一 对 共 轿 复元 素 , 其 坐标 不 一 定 对 应 为 共 轿 
复数 ， 因 为 齐 次 坐标 允许 差 一 个 非 0 因子 . 如 (Ол, 1-0) 与 (2+2, 
1-i，2i) = (1+0) (2,i，1-i) ЕНЕ. 

2. 性 质 : 

定理 2.2 лл АЛКЫН 
元 素 重 合 . 

证 明 : 必要 性 ) 实 元 素 的 坐标 为 实数 ,而 实数 的 共 轿 复数 是 这 
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p 


个 数 本 身 ， 因 此 实 元 素 与 其 共 轿 复元 素 有 相同 的 坐标 ， 即 重合 . 
充分 性 ) 分 两 种 情况 证 明 


O 如 果 一 对 共 思 复 元 素 不 是 无 穷 远 点 或 过 原点 的 直线 ， 其 
一 定 有 非 齐 次 坐标 | 


(а,,а,) Ж(ау,а,) 

则 其 齐 次 坐标 可 以 写作 
(a,,a,,)S5(°a,,z,,1) 

由 于 两 元 素 重 合 ， 则 


аа, 1 
一 一 — „э 
a g, 1 
因此 
а = a,,a, = a,, 


即 非 齐 次 坐标 都 为 实数 ， 元 素 为 实 元 素 . 
(2) 如 果 一 对 共 圈 复元 素 是 无 穷 远 点 或 过 原点 的 直线 ， 则 其 
齐 次 坐标 《没有 非 齐 次 坐标 》 可 以 写作 


(а,,а,,0) 5(а,,а,,0), 
由 于 两 元 素 重合 ， 则 


a, a, 

— = — 

а, а, 
因此 

а, _ а, 

a, а, 


即 齐 次 坐标 的 比 为 实数 ， 元 素 为 实 元 素 . 
定理 2.3 WRA x EHR u 上 ， 则 x Я PA x fE и 的 共 
Ж ®ҥ#п Е. 
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定理 2.3 为 自 对 偶 命 题 . 
证 了 有明: 因为 点 x Ол, х, xí) 与 直线 u Gu w и) 接合 ， 
则 
UIXI+ U2 X2 十 из x3=0, 


AMRA, 1% 


即 点 zx 在 直线 上. 

根据 定理 2.3 可 得 , 一 虚 点 在 一 实 直 线 上 ， 则 其 共 罗 虚 点 也 在 
该 实 直 线 上 . 即 一 实 直线 上 的 点 或 为 实 点 或 为 成 对 的 共 斩 虚 点 . 

定理 2.4 一 对 共生 复 点 的 连 线 是 实 直线 . 

定理 2.4' 一 对 共 轿 复 直 线 的 交点 是 实 点 . 

NEPA: 我 们 只 证 明 第 二 个 命题 , 由 对 偶 原则 男 一 个 命题 也 成 立 . 

设 4 与 为 一 对 共 轿 复 直 线 ， 且 
ux и =P. 

由 定理 23, P HRERAP иын, BBp 5 P E. 
则 根据 定理 2.2 18 Р AXA. 

推论 ”过 一 个 虚 点 有 唯一 一 条 实 直线 ; 在 一 条 虚 直 线 上 有 唯一 
一 个 实 点 . 

证 明 : 一 条 虚 直 线 上 的 实 点 就 是 此 直线 与 其 共 辆 虚 直 线 的 交 
点 ， 如 果 此 直线 上 再 有 另 一 个 实 点 ， 则 此 直线 成 为 实 直 线 ， 与 题 设 
矛盾 . 

同 理 可 证 另 一 个 命题 . 

27 KÄR (1-0) xit (2+i) x2+3ixs=0 上 的 实 点 . 

解 : 所 求实 点 为 直线 (1-0) xit (2+i) x2+3ix3=0 SARA 
直线 (1+i) x" (2-i) x2-3i x3=0 的 交点 ， Вр 
(+! И Ё 1+] h-i 2+ 


) = (2, -1, 2) . 
a- i -3i 3i l-i H+i 2-i 


BJ 28 求证 三 点 P (l-i, 0), Q (1л, 0). R (1,-1，0) Ж 
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线 ， 并 将 R 的 坐标 表示 成 P、O 的 坐标 的 线性 组 合 . 
证 阴 ; 两 点 P (1,-i，0)、Q (1,i，0) 的 连 线 方程 是 


Х| X2 X3 
1 -i 0|=0, Ef хз=0. 
1 i 0 


而 R(1,-1，0) 的 坐标 满足 此 连 线 方程 ， 所 以 三 点 P Ai 0). Q 
(li, 0), R (1,-1，0) 共 线 . 
W (1-1, 0) = (l,i, 0) +k (l,i, 0) , 则 
1:-1:0= (190) : +) 10, 
即 
k=i, R=P+iQ. 


习题 二 


1. 求证 : 在 平面 z 到 平面 z 的 中 心 射影 中 , 在 平面 x 上 相交 于 
没 影 线 的 两 条 直线 的 影 象 为 平面 x' 上 的 两 平行 直线 . 

2. 求 下 列 直线 的 齐 次 与 非 齐 次 坐标 : 

(1) 2x+3y+1=0, 

(2) 2x+3y-3=0, 

(3) 3x-y=0. 

3. 求 射 影 平面 上 下 列 各 点 的 齐 次 与 非 齐 次 方程 ; 

(1) (0，0) ， 

(2) (1，1，-1) ， 

(3) 直线 2x+3y-3=0 上 的 无 穷 远 点 . 

4. 求 连接 点 (1,.2,-U 与 二 直线 (2,1,3),(1-1, 0) 之 交点 的 直线 的 方 
程 . 

5. 求 直 线 (1,-1,2) 与 两 点 (3,4,-1),(5,-3，1) 之 连 线 的 交点 坐标 . 


6. 直线 AB 与 CD 交 于 U， 直 线 AC 与 BD 交 于 V， 直 线 UV 
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分 别 交 .4D、BC T F. G, BZ BF 与 AC 交 于 L( 如 图 2.9). ЖЕ: . 
三 直线 LG,CF,4U 交 于 一 点 . 


4 图 2.9 


7. Жа, b, c, d 为 平面 内 的 四 条 直线 (如 图 2.10)， 不 许 先 作 
a,b 的 交点 与 cd 的 交点 ， 求 作 一 直线 通过 这 两 个 交点 . 


1 
' 
— 
上 
上 
I 
I 


上 
П 
1 
1 
l 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
上 


1 

1 

1 

I 
~ 
1 

' 4 b 


图 2.10 

8. 设 和 4BC 的 顶点 À, B, C 分 别 在 共 点 的 三 直线 a, p, у 上 
移动 ， 且 直线 AB 和 BC 分 别 通 过 定点 P 和 Q, 求证 СА 也 通过 PO 
上 的 一 个 定点 . 

9. 求 直线 (2,i，3-4i) 上 的 实 点 . 

10. 求 通过 点 (1,i，0) 的 实 直线 . 

11. 无 穷 远 直 线 x =0 15 A-a) +(y-b?=R2 的 交点 J，J 称 为 射 
ЖРА БАЈ СВ) WA, K I, ЛЮ. 
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第 三 章 ” 仿 射 几 何 学 


在 上 一 章 欧 氏 平 面 推广 为 射影 平面 、 实 平面 推广 到 复 平 面 的 基 
础 上 , 本 章 介绍 仿 射 几何 的 理论 ,作为 欧 氏 几何 过 渡 到 射影 几何 的 


本 章 的 知识 结构 为 
平行 射影 
仿 射 对 应 -| 一 般 仿 射 | 
平面 内 的 仿 射 
仿 射 不 变性 
э 仿 射 几何 的 对 象 >]! PATRE 
| 仿 射 不 变 图 形 | 


= 仿 射 的 代数 表达 式 ， 


§3.1 仿 射 对 应 


一 、 平 行 射影 


平行 射影 与 中 心 射影 一 样 分 为 直线 到 直线 和 平面 到 平面 两 种 ， 
下 面 分 别 来 讨论 . 

L 直线 到 直线 : 如 图 3.1， 已 知 同一 平面 内 的 两 直线 a 和 a”. 
Brv 为 平面 上 与 a 和 a“ 都 不 平行 的 方向 矢量 . 过 直线 a 上 的 点 A, 
B, C, D, ---4Ey 的 平行 线 , Xa’ FA’, B,C’, р’, =. W 
所 得 а 上 的 点 与 a 上 的 点 之 间 的 一 一 对 应 关系 称 为 直线 到 直线 的 
平行 射影 或 透视 仿 射 ， 记 作 Т. a ERA A, В, C, Рр, RAT 
38 


的 原 象 点 ， а” 上 的 点 4 , В” , cC , D’ , … 称 为 TRA A, 
НВ A“ =T (A), B” =T (В), C “= 了 (С), D’ =T CD), ©. 


3.1 


2. 平面 到 平面 : 如 图 3.2, 已 知 平面 z 与 z', 设 y 为 与 平面 x 
与 x' 都 不 平行 的 方向 矢量 .过 平面 上 的 点 4，B8，C，… 作 v 的 
平行 线 , XPa FA’, B’, C’, e 则 所 得 z 上 的 点 与 a' 上 
的 点 之 间 的 一 一 对 应 关系 ， 称 为 平面 到 平面 的 平行 射影 或 透视 仿 
$, WET. BA’ =T (A), B’ =T (B), C” =Т (C), ++. ЖА, 
B, CHEF a, MWALA’, В’, C'HEF а’, Ва’ =Т (а). 


图 3.2 


由 此 可 见 ， 平 行 射影 (直线 到 直线 或 平面 到 平面 ) 使 点 对 应 点 ， 
直线 对 应 直线 , 且 共 线 点 对 应 共 线 点 . 即 平行 射影 保持 同 素性 和 接合 
性 


平行 射影 的 基本 特征 是 原 象 点 与 映 象 点 的 连 线 互 相 平行 . 
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此 ， 平 行 射影 是 特殊 的 中 心 射影 〈 以 P- 为 中 心 ) . 
二 、 仿 射 对 应 


设 同 一 平面 内 的 n 条 直线 
а, а, *, a, СШ 3.3), H 
To T>, + T 依次 表示 a) 到 
a» aja, +, аһа 到 a 的 平 
行 射影 ， 则 wa 上 的 点 与 mw 上 的 
点 之 间 建 立 了 一 一 对 应 关系 , 称 
为 直线 到 直线 的 仿 射 对 应 , 记 作 

T=T, i TT. 

ИП 4,=Т (А) =T,. i": T,T (A) ， 
B,=T (Ву), CFT (CI)，… 
所 以 

仿 射 对 应 就 是 有 限 次 平行 射影 的 匀 积 ， 或 仿 射 是 透视 仿 射 链 , 

同样 可 得 平面 到 平面 的 仿 射 是 由 有 限 回 平面 到 平面 的 平行 射 


三 、 自 对 应 元 素 


在 直线 到 直线 的 平行 射影 了 了 中， 直线 a 和 a 交点 称 为 平行 射 
影 的 自 对 应 点 (а//а” В Р.) .同样 ， 在 平面 到 平面 的 透视 仿 射 
中 ,x 与 x' 的 交 线 g( 自 对 应 点 的 轨迹 ) 称 为 透视 仿 射 的 自 对 应 直 
线 ,也 叫 对 应 轴 (x NH x' 时 为 12) .显然 ， 原 象 点 的 连 线 a 与 映 象 点 
的 连 线 a”′， 或 交 于 对 应 轴 g 上 一 点 , 或 a//a’ Ng. 


四 、 平 面 内 的 仿 射 对 应 
1. 平面 到 自身 的 平行 射影 : 


如 图 3.4, Я ТРЕ л 到 平面 x' 的 透视 仿 射 , 7 是 平面 z!' 到 


平面 x 的 透视 仿 射 : 则 T 使 直线 a 上 的 点 4, В, Аа" E 
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的 点 4 В’, ---; ЕВЗ а" ЮХА", В, УН 
а 上 的 点 А Bo + .从 而 得 平面 x 到 自身 的 仿 射 对 应 T-T 

且 了 使 直线 a 上 的 点 4，B，… 对 应 直线 a ERA Ao В, nX 
因为 44 BB’ U, A'AHUB' B =, AABB … (对 
应 点 的 连 线 互相 平行 )， 即 7 为 平行 射影 , 称 为 平面 内 的 透视 仿 射 . 
易 见 Т 保留 周 素性 和 接合 性 ， 平 面 x 上 有 一 条 直线 g 为 对 应 轴 ， 

其 上 每 一 点 为 自 对 应 点 ， 且 和 有 上 了 的 一 对 对 应 直线 (如 at a), 
要 么 相交 于 对 应 轴 上 的 同一 点 ， 要 么 与 对 应 轴 平 行 . 


图 3.4 


BJ 3.1 已 知 平面 内 透视 仿 
射 了 的 对 应 轴 g 和 一 对 对 应 点 A 
与 4 日 4 =T(4), RE B 的 对 
应 点 B =T (B). 

作法 : П» АВ е ТХ, 
(2) 过 B 作 AA’ 的 平行 线 交 ХА” 
FB’. 

B” 就 是 所 求 B 的 对 应 点 T 
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(B) С 3.5). . 

证 明 : 7 了 的 对 应 轴 为 g， 了 的 方向 为 v MAA’. 

因为 4 =T A) Х=Т (ОХ) (АЛУА), ЖИ) Т ОА) =ХА'. 

又 BEX4， 所 以 p'e xA” . 即 В 的 对 应 点 只 能 是 过 В 且 平 行 
于 vy 的 直线 与 XA” 的 交点 . 

由 例 1 可 知 , 平面 内 的 透视 仿 射 由 对 应 轴 和 一 对 对 应 点 完全 决 
定 . 

2. 平面 内 的 一 般 仿 射 : 

由 有 限 次 平面 到 自身 的 平行 射影 的 乘积 叫 平面 内 的 仿 射 变换 . 
其 同样 保留 同 素性 和 接合 性 . 

定理 3.1 给 定 平面 内 的 两 个 三 角形 ， 至 多 利用 三 回 平 行 射影 
使 一 个 三 角形 变 为 另 一 个 三 角形 . 

WEAR: 如 图 3.6， 已 知 A4BC HAA B' С'. 


图 3.6 


(1) 把 A4BC 平移 到 A4 BiC1 使 4 与 4 重合 ， 则 得 一 同 平行 
ЯЈ Т, (A4BC) =A4 B,C, (对 应 顶点 的 连 线 互 相 平行 ). 

(2) UA BAHAM. Co С' 为 一 对 对 应 点 可 决定 一 回 平行 
射影 有 (A4 BC) =A4' В,С'. 

(3) 以 4 C' HRN, Bo В' 为 一 对 对 应 点 可 决定 一 同 平行 
射影 T, (ЛА BC’ ) =AA' B'O. 

车 4 与 4 重合 时 Ci 与 C' 重合 ， 则 只 需 两 回 平行 射影 ， 若 4 
与 4 重合 时 C1 与 C' 重合 , Bi 与 8' 也 重合 , 则 只 需 一 回 平行 射影 . 

令 T=TsT,T,, WJ 7 为 平面 内 的 仿 射 变换 . 在 一 对 对 应 三 角形 之 
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间 一 定 存在 一 个 仿 射 了 使 7 CA4BC) = Лав’. 
$32 仿 射 不 变性 与 不 变量 


经 过 任意 平行 射影 不 变 的 性 质 和 数量 ， 是 仿 射 几何 研究 的 对 
象 ， 叫 做 仿 射 不 变性 与 不 变量 . 


一 、 仿 射 不 变性 


. 1. 同 素性 和 接合 性 是 仿 射 不 变性 . 

2. 平行 性 是 仿 射 不 变性 . 

定理 3.2 二 直线 间 的 平行 性 是 仿 射 不 变性 . 

证 明 : 如 图 3.7, 设 仿 射 了 使 平面 z 内 直线 a, b 对 应 平面 z' 内 
直线 a , b’, Ва/ь, Ша” Zb” (REE). 

Ra’ Zb’, Wa’ Xb’ =P єл'. 由 同 索 性 ，3Pex ,使 
T (P) =P”. T P” єа', P” eb’, HE Ek, Pea H Peb, 
所 以 aXb=Pe л , BI axb Z5 a/b FE, WE, а Nb 人. 


二 、 仿 射 不 变量 


1. 简 比 : ЖА, B. C 共 线 ， 则 有 向 线段 的 数量 比 AC ¿BC t 
做 共 线 三 点 4、B、C 的 简 比 ， 记 作 


注 : 
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(1) СЕ АВ 上 《内 分 点 ) 时 ， 简 比 (А, В, C) <0; 特别 
当 C 为 48 的 中 点 时 ， 简 比 CA, В, С) = -1. 
(2) C 在 AB 的 延长 线 上 【外 分 点 ) ШЇ, tk СА, B, C) > 


G) FA C 分 割 线段 AB 的 分 割 比 是 和 ， 则 
入 =4C /CB=-AC /ВС=- (А, B, С). 
定理 3.3” 共 线 三 点 的 简 比 是 仿 射 不 变量 . 
证 明 ， 如 图 3.8， 因 为 АА” ‚ c 
// BB' VCC' ， 所 以 


(4,B,C)= © = 2С ' 


ВС ВС 7 
С = (A, В", С”). 


即 经 过 一 回 平 行 射影 简 比 ^ B c а 
保持 不 变 ， 从 而 经 过 平行 射影 链 图 3.8 
简 比 也 保持 不 变 . 
2， 二 平行 线段 之 比 : 
定理 3.4 两 条 平行 线段 之 比 是 仿 射 不 变量 . 
证 明 : 设 在 平面 x 内 仿 射 7 使 T(4B8NW/ CD 'B' /C'D), 
如 图 3.9, 在 平面 x 内 过 C 作 CE/WDB 交 4B 于 ,在 平面 x' 内 
EC 'IEC'E' //D'B”% A 7 B ’ 于 E , W| T (E) = (E” ), H 


JH3.3, (ДЕВ) = (А'Е'В'), Bit: 
= D' 
B „7 \ 
„7 c 


即 
AB A'B' 
CD CD" 
з. 一 直线 上 二 线段 之 比 : 
定理 3.5 一 条 直线 上 的 两 条 线段 , 
之 比 是 仿 射 不 变量 . 5 > 
证 明 : 如 图 3.10， 设 仿 射 7 使 直线 
a EHAA, В, C, 对 应 直线 a Е 


АА, В,С”, D’, 则 D 

AB _ AB CB _ (АВС ) ` (BDC ), 

CD CB CD a 

而 图 3.10 
АВ АВ СВ 


2228300 (АВС)(В DC. 
CD СВ CD 


由 定理 3.3，(4BC) (BDC) =(A “B ”C ”) (B ”D J.C >), 
所 以 


三 、 平 面 仿 射 几 何 基本 定理 


定理 35 三 对 对 应 点 〈 原 象 、 映 象 都 不 共 线 ) 可 唯一 决定 一 
个 仿 射 变换 . 

证 明 : 如 图 3.11， 设 P. P, Pern ÑP’, Рр’, Per 各 
构成 一 个 三 角形 ， 由 定理 3.1 必 有 仿 射 了 使 Pi Р, Ps) = (P. 
和, Р”, P’) 这 就 证 明了 了 的 存在 性 ， 下 面 证 明了 的 唯一 性 : 

ELADI TAE T Pi Po Рз) = (P, ”, P,” , P,” ), АЕ TER. 

ЖУРЕ л , T(P>)P=P”,T. (P)=P,” HB PP X Po,P;s= 0, 
T (Q) =Q, T. (О) =0.'. 因为 在 仿 射 T 和 天 下， 接合 性 和 简 比 
都 保持 不 变 ， 所 以 
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P; 


Р, P; P. P, 
图 3.11 


СР, О, Р) = (Р,”, О”, P”) = СР)’, Qs’, P+’), 
(P;, О, Ps) = (P, ， О”, Р’) = (Pz, Q+’, P’ ), 
М Q =Q, PEP, 即 对 VYPE x ЖЁН ТОР) = Т (Р), WJ 
TERR. 


83.3 仿 射 的 代数 式 


一 、 仿 射 变换 的 表达 式 
如 图 3.12， 平 面 z 上 的 笛 氏 坐标 系 中 ， 互 为 单位 点 ， 其 在 x 轴 
和 yy 轴 上 的 射影 点 为 EB，E2，Y Pez 在 x 轴 和 y 轴 上 的 射影 点 为 
Р,, P, 设 仿 射 了 使 平面 rz БАО, Е. Е. Е, Р. Р. Р, 
平面 x' 上 的 点 0 E’, Е. E, ”, Р”, Ру”, P,” , ШАХ 
性 知 O E, “E E,” MO’ P,’ PP, “为 平行 四 边 形 .由 仿 射 几何 基本 
定理 知 仿 射 了 可 由 三 对 对 应 点 唯一 决定 . 
Wo (0, 0), E, (1, 0), E, (0, 1); О’! (ао, bo); E,’ (a, 
bi), E,” (ap, b2) - 
现在 讨论 P 的 坐标 (x，y) 与 P “的 坐标 (x ,，y“) 之 闻 的 关 
系 : 
由 简 比 是 仿 射 不 变量 得 
_ ОР, _ = ' IN 一 
x= OF =(BEO)=(P'E'O')= 
у= = (P,E,0)= (ЕО) = 


2 


О'Р' 
ОЕ,” 
ОР," 
ОЕ," 
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图 3.12 


因此 
GP-GF+OP -0E + yE, 
用 坐标 表示 为 
Pa = x(a, —a,) + y(a, - a), 
y'—b, = x(b, —b,) + y(b, — Б,). 
Bp 


5393693 
у= В,х+ В,у + Pa- 
由 于 不 共 线 三 点 O. En Е. Ў О’. E”. E,” BRRR, Ш 
G Q а-а, а,-а, 
В, В, b —b, Ь,—Ь, 
Вр TANAR ETE: 
Ë =a,x'+a,y'+a,, 
у=а„хХ+а,,у'+а„, 


+0. 


a, а, = 0 


а, a,, 
二 、 仿 射 表 达 式 的 应 用 

定理 3.6 任意 两 个 三 角形 的 面积 之 比 是 仿 射 不 变量 . 

RA: Bihi TET (A4BC) = GAA B'C'). W.AABC 的 顶 


点 坐标 为 4 (xp э» В (xx Y2)» С (х3, y), ЛА! В' c 的 顶点 
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坐标 为 А' (хуг, Э› B' (x, уз'Э› С' (х3', уз' Э» 则 


x y 1 
S pe = x, у, 1 
х, у, Маи 
| x' yl 
S еве =» х, У, 
х, ys Цана 
由 仿 射 了 的 代数 式 
К = x, +а,у, +а, 01233). 
у. = Вх, + Ву; + 8, 
可 得 
ax, +0,у to Вх + В,у +В, 1 
S вс = 了 G x, +G,y, +а, BX, +В,у, +В, 1 
ах, +G,y, +æ, Вх, + B,y, +, llasa 
1 а, В, x у, 1 
= а, B, |x, у, 1 
G, В, 1 х; У, Iese 
= M в. “SA4BC = k-SAABC: 
因此 
двс = k. 
Š авс 


这 表明 两 个 三 角形 的 面积 之 比 是 仿 射 不 变量 . 

推论 1 任意 两 个 多 边 形 面积 之 比 是 仿 射 不 变量 . 

证 明 : 设 仿 射 变换 下 一 对 对 应 多 边 形 的 面积 为 S 和 S', 因为 任 
意 一 个 多 边 形 可 分 解 成 多 个 三 角形 之 和 , 则 SESS S =S,” +S 
пае (S. S 为 三 角形 面积 ) . H Th3.6, 5; =65, ВТ 
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S’ =S’ +S2 +606: +650, 
推论 2 ”任意 两 条 封闭 凸 曲线 围 成 的 图 形 面 积 之 比 是 仿 射 不 变 
ЕҢ. 
证 了 明 : 设 仿 射 变换 下 一 对 对 应 的 封闭 凸 曲线 围 成 的 面积 为 $ 和 
5$' ,其 对 应 内 接 n 边 形 的 面积 分 别 为 SaF 5S, , MI) 
5, =k S, . 
А n— о S=S, , S'=S,' ,所 以 取 极 限 得 S’ =S . 


例 3.2 ”利用 仿 射 变换 求 椭圆 的 面积 . 
解 : 设 椭圆 方程 为 


经 仿 射 了 椭圆 变 为 圆 
x? +y? = a°. 图 3.13 
如 图 3.13， 在 椭圆 上 取 4 (а, 0), B (0, b), Жр» O (0, 
0), WJ 


I 
S =—ab. 
AABC 2 


W T (AOAB) =AOAB', B' (0, а), W 
1, 
5 ов = 9. 


2 
由 推论 2 有 


椭圆 面积 : $лолв= 圆 面积 : ea4as 
所 以 
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即 
WAHE = rab. 


习题 三 


1. 举例 说 明 中 心 射影 一 般 不 保留 共 线 三 点 的 简 比 . 

2. 分 别 举 出 两 次 平行 射影 的 乘积 仍 为 平行 射影 \、 两 次 平行 射影 
的 乘积 不 是 平行 射影 的 例子 . 

3. 证 明 线 段 的 中 点 、 三 角形 的 中 线 和 重心 、 图 形 的 对 称 中 心 是 
仿 不 变性 ， 角 的 平分 线 、 两 直线 的 垂直 、 图 形 的 对 称 轴 不 是 仿 射 不 

4. 问 下 列 图 形 在 仿 射 变换 下 分 别 变 为 什么 图 形 : 

a) 梯形 ，(2) A, G) 两 个 全 等 矩形 ，(4) 两 条 等 长 的 线段 . 

5. 直线 x+3?-6=0 交 4 (-3, 2). В (6, 1) WERT P 点， 
Жї. (САВР). 

6. 给 出 定点 4、B， 求 作 点 C 使 : 

(1) (АВС) = -1, (2) CABO) =3, (3) (ABC) =-2/3. 

7. 如 图 3.14， 给 定 一 个 梯形 ABCD 和 三 角形 A'B'C', WN 
射 了 使 : T (A) =4', T (B) =B',T (C) =C', RE D'=T (р). 
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8. 给 定 两 个 仿 射 变换 | 
| х'=х, sana 
Тү: N Т, : | 
y'= x+y; y'=y-3. 
Ж TT 和 NT 的 表达 式 ( 从 而 得 出 RÆNT 的 结论 ) . 
9. 求 使 三 点 4 (0, 0). В (1，1)、C (1, -1) 分 别 变 为 三 点 
A! О, 3). В' (2, 5), С' (3, -7) 的 仿 射 变换 表达 式 . 


10. 利用 仿 射 变换 表达 式 证 明 共 线 三 点 的 简 比 是 仿 射 不 变量 . 
11. 求 仿 射 变换 | 


x'=3x-y+4, 
y'=4x-2y. 
的 自 对 应 点 . 
12. 如 图 3.15， 从 椭圆 (中 心 为 0〉 外 一 点 了 引 它 的 切线 PA 
РВ (A. B 为 切 点 )， 设 OP 交 椭 圆 于 点 C，Saxoc=Sagoc， 求 证 面积 


$лдос=блвос › SeAOP™=SABOP. 


图 3.15 
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第 四 章 一 维 射影 几何 学 


本 章 在 射影 平面 上 讨论 一 维 射 影 几 何 学 .首先 对 一 维基 本 形 引 
入 基本 射影 不 变量 一 一 交 比 ， 然 后 重点 讨论 一 维基 本 形 间 的 射影 对 
应 ， 最 后 介绍 一 维 射 影 对 应 的 重要 特例 一 一 透视 对 应 与 对 合 对 应 . 
本 章 的 知识 结构 为 


, 点 列 
维基 本 形 СЕЧЕ 
点 列 X 点 列 
一 维 射影 对 应 эі 线束 入 线束 }, 
АЯ 入 线束 
透视 对 应 
= [qen 


841 一 维基 本 形 的 交 比 


一 、 一 维基 本 形 

1. 点 列 : 在 平面 内 一 直线 1 上 的 所 有 点 P 的 集合 称 为 以 1 为 底 
的 点 列 ， 记 作 (P). 

设 两 点 4，B 的 ( 齐 次 ) 坐标 矢量 为 a (а, а» аз}, БЫ, bo 
by), X {xo xo x}. 则 4 三 B 的 充 要 条 件 是 oa за : a= bi :bz : 
bs， 即 4 与 5 线性 相关 . 

ЖА, B 是 不 同 的 两 点 (a 、5 线性 无 关 )， 则 4、B 连 线 I 上 
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的 所 有 点 M 的 集合 叫做 以 A. B 为 基点 的 点 列 . 由 矢量 的 线性 分 解 
EHM, MK RK) 坐标 矢量 x 可 表示 为 4a 、5 的 线性 组 合 ， 即 
存在 数量 4 使 
x=a+4Ab ( 当 HME4 时 和 =0， 当 MEB 时 4=c) . 
2. 线束 : 在 平面 上 过 一 点 8 的 所 有 直线 p 的 集合 称 为 以 5 为 中 
DRRR, WHE S). 
同 点 列 一 样 ， 过 两 不 同 直线 (а), m (b) 交点 S 的 所 有 直 
线 疡 的 集合 叫做 以 人、 т 为 基线 的 线束 . H p 的 ( 齐 次 ) 坐标 矢量 
可 表示 为 
и=а+АЁ ( 当 p=1 时 4-0， 当 p=m 时 4=%m》. 
由 以 上 知 ， 两 个 基 元 素 确定 的 点 列 或 线束 ， 总 可 以 用 一 个 独立 
参数 表示 ， 因 此 称 为 一 维基 本 形 . 


二 、 点 列 的 交 比 
1. 定义 : RA, B, С, DD 为 共 线 四 点 ， 把 有 向 线段 的 比 


AC .BD 
AD .BC ° 


叫做 这 四 点 的 交 比 ， 记 作 
(AB ‚ср y = 4С ` BD 


AD .BC ` 


Ж: 
(1) 交 比 与 共 线 四 点 的 顺序 有 关 ， 顺 序 变 了 交 比 一 般 也 要 变 . 
共 线 四 点 可 能 的 交 比 共有 41 =24 个 . 
(2) 交 比 与 简 比 的 关系 
AC -BD АС BD (АВС) 


(AB ,CD ) = = = . 
AD .BC BC AD (ABD ) 
(3) 把 比值 


(u, =н, Xu, т u,) 
(u, Tu, Ха, 一 и,) | 
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叫做 四 个 数 的 交 比 ， 记 作 | 
(и, -и,)(и, -и,) 
(UU uu, ) = 一 一 一 一 一 . 
(u, -и,)(и, -и,) 
2. HM: 
定理 4.1 设 两 点 4 (а). В (b) 为 基点 的 点 列 中 C. РЁ 
标 为 
a+Ab. а+д,Б 
W. (АВ, CD) =4 / A, 
证 明 : WA. B 的 齐 次 坐标 分 别 是 Cais q>, аз) (bis bz» b3), 
非 齐 次 坐标 分 别 为 


= „ыу й у „5% 
х; a a, X, b, 22 b, 
W C 点 的 非 齐 次 坐标 为 x у) E 
а. ‚> 二 x, +(А, —)х, 
_а+Аь а а b _ а ` 
а,+АЬ, рд +0422) 
. a, a, 
?也 有 类 似 的 结果 ， 所 以 C 点 分 割 线段 AB 的 分 割 比 是 
b 
(-4, =>), 
а, 
因此 
(ABC ) = (-4 23), 
аз 
同 理 


(АВС ) = (=A 23). 
аз 
故 САВ, CD) = 和 / A, 


定理 42 设 点 列 中 四 点 А, B, C, р 的 齐 次 坐标 为 
P+uqG =1,2,3,4), W 
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(AB, CD) = С, Мо, Из шщ) . 
证 明 : Жа=р+ид, Б=р+и,й M 


B=— d+ b, 
и,-и,  u,-—u, 
д = l аъ 1 5. 
и-и и, -и, 
从 而 四 点 4，B，C，D 的 齐 次 坐标 为 
а,Б,а +=——“®Б,а + UU р 
и,-и, u, — u, 
由 定理 4.1 得 
(AB,CD) = (ш, zuu, Zu) = (и,,и,,и,,и,). 


(u, —u,)(u, -и,) 
定理 43 在 共 线 四 点 中 ， 某 两 点 交换 位 置 的 同时 互 换 其 余 两 
点 的 位 置 ， 交 比 不 变 . 即 
(AB, CD) = (BA, DC) = (CD, AB) = (DC, BA). 
定理 4.4 ”在 两 对 点 4、B 与 C、D 的 交 比 中 ， 只 限于 一 对 点 之 
间 的 交换 ， 交 比 变 为 原 交 比 的 倒数 . BD 


(AB,DC)=— l ,B84,CD)= — 1 


(AB,CD) (AB,CD)` 
定理 4.3 与 定理 4.4 的 证 明 由 交 比 定义 直接 可 得 . 
定理 4.5 ”在 共 线 四 点 中 ， 只 交换 中 间 两 点 的 位 置 ， 交 比 变 为 1 
与 原 交 比 的 差 . 即 
(AC, BD) =1-. 
WERA: 因为 
(4C,BD)+(4B,CD)= AB-CD AC BD 
AD.CB 4D.BC 
_ AB.DC+(AD+ DC)BD _ DC(AB+ BD)+ AD: BD 


AD. BC AD. BC 
aÜ DC-AD+AD:BD _BD+DC _BC _, 
AD. BC ВС ВС 7 
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所 以 
(АС, BD) =1- (AB, CD). 
定理 4.6” 共 线 四 点 可 能 的 24 个 交 比 中 , 不 相等 的 一 般 有 6 +. 
车 四 点 为 不 重合 的 实 点 ， 则 其 交 比 有 相等 的 充 要 条 件 是 6 个 交 比 等 
于 -1，2 或 1/2. 
证 明 : 由 定理 4.3 一 定理 4.5， 共 线 四 点 可 能 的 24 个 交 比 6 组 : 
(1) (АВ, CD) = (ВА, DC) = (CD, AB) = (DC, ВА) =r; 
(2) (AB, DC) = (ВА, CD) = (CD, ВА) = (DC, AB) =1?; 
(3) (АС, BD) = (BD, АС) = (CA, DB) = (DB, CA) =1-r; 
(4) (AC, DB) = (BD, СА) = (СА, BD) = (DB, АС) =1(1-ғ): 
(5) (AD, ВС) = (ВС, AD) = (CB, DA) = (DA, СВ) =(r-1)/r; 
(6) (AD, СВ) = (ВС, DA) = (CB, AD) = (DA, BC) =r/(r-1). 
F rlr, Wost; 若 天 1-r， 则 一 1/2; 


车 二 1/(1- 或 一 (xr-1Yr， 则 + = 2+ м, ; 


Ж r=r/(r-1), Mj 一 0 或 2. 

以 上 各 种 情形 可 归结 为 

@у=1 或 r=0 时 ，6 个 交 比 为 : 1, 1, 0, ©, 0，%; 

或 0，c，1，1，c，0. 

当 (АВ, CD) =1 t} A=B R C=D, ?4 (АВ, CD) =0 时 A= 
C 或 8B=D， 当 (AB, CD) ==olf A= D 8 p=C. 

©r= -1 Ek r=1/2 或 天 2 时 ，6 个 交 比 为 : -1, -1, 2, 1⁄2, 2, 
1/2; 

й 1/2, 2, 1/2, 2, -1, -1; 82, 1/2, -1, -1, 1⁄2, 2. 

当 (AB, CD) = -1 时 (ABC) = - (ABD), А C 内 分 线段 
AB, Ш РрУ58 AB, WA C. DINAMA АВ; 当 (АВ, CD) 
=1/2 B} (AD, BC) =-1 FPF, В, C 外 调和 分 割 AD; 当 CAB, CD) 
=2 即 (АС, Вр) =-1 BF, B. D 外 调和 分 割 4C. 
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@, = т.031, 6 个 交 比 为 虚数 . 


3. 调和 点 列 : Ж САВ, CD) =-1 2 9 1/2, WZA, B, С, 
DD 为 调和 点 列 . 
定理 4.7 设 O 为 CD 的 中 点 ， 则 
(AB, CD) =-1 <> ОС? = OA:OB 
WA: 一 ) 由 (48, CD) =-1 得 
AC.BD+AD-BC=0, 
则 
(ОС-ОА) (OD-OB) + (OD-OA) (ОС-ОВ) = 0, 
从 而 
2 (OA:OB+OC.OD) = (ОА+ОВ) (OC+OD), 
由 于 OC= -OD， 所 以 
2 (ОА-ОВ-ОС?) = (OA+OB).0= 0， 


即 
ОС? = OA:OB. 
<) H ОС? = 04.08，OC= -OD 得 
ОА-ОВ+ОС.ОР=0, (OA+OB) (OC+OD) = 0, 
从 而 
2 (ОА-ОВ+ОС.ОР) = (ОА+ОВ) (OC+OD), 
则 
(OC-OA) (OD-OB) + (OD-OA) (OC-OB) = 0, 
即 
(AB, CD) = -1. 
三 、 线 束 的 交 比 


1. 定义 : 
(1)® а. b, c 为 共 点 的 三 直线 ， 则 
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(abc) = ѕіп(а, с) 
sin(b,c) 
称 为 三 直线 的 简 比 ， 其 中 Ca, с). Gb, c) 表示 直线 a, c 与 b,c 
的 有 向 夹 角 . 
(2) W a, b, с. d 为 共 点 的 四 直线 ， 则 把 两 个 简 比 Cabe) 与 
Cabd) 的 比 称 为 四 直线 的 交 比 . 即 
(abc) _ sin(a,c). sin(b,d) 
(ab,cd) = „лу (abd) sin(a,d):sin(b,c) 
2. 调和 线束 : 


线束 的 交 比 与 点 列 的 交 比 有 类 似 对 偶 的 性 质 .特别 地 ， 若 (ap， 
сйу=-1, Д а. Ь. с, d 为 调和 线束 . 

3. 线 束 交 比 与 点 列 交 比 的 关系 : 

定理 4.8” 设 线束 S(p) 中 的 四 直线 a, b. с, 4 为 被 任意 一 条 直 
线 1 截 于 四 点 4、B、C、D， 则 

(ab, cd) = (АВ, CD). 

证 明 : H] A, B. C. D, S #ll a. 
D、c、d，/!1， 既 表示 点 或 直线 的 名 
称 ， 又 表示 点 或 直线 的 齐 次 坐标 . 

如 图 4.1， 设 线束 a、 b,c а 
Ф с=а+ À b, d=a+ Д,Ь, 则 

Cab, cd) =А/А,. 
由 于 4=aX1，B=bx1， 则 41 

=c X = (a+ A b) X] (axl) +A CXD =4+ A,B, 

D=dXE (a+ А,Ь) XE (aX D +24, (bx D =A+ 1,B, 
所 以 


(АВ, CD) =A A, 
即 
(ab, са) = САВ, Ср) . 


0141 设 DD- 为 仿 射 直 线 48 上 的 无 穷 远 点 ， 试 证 
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点 C 是 线段 AB 的 中 点 < (АВ, CDe) = -1. 
证 明 : 设 A. B 的 非 齐 次 坐标 为 (ху, у) 和 (x, ур), AD 
分 割 线段 AB 的 分 割 比 是 和 4, д) р 的 非 齐 次 坐标 为 
(č + Ах, Vt, 


1+4 ° 1+4 
故 DD 的 齐 次 坐标 为 
f (xitAx2, уү+АДу» 1+4) . 
因为 DD 为 无 穷 远 点 ， 所 以 1+4=0，4=-1. 
从 而 
(АВР) = 1. 
=) А СЖАВ 的 中 点 ， 所 以 CABC) =-1, i 
САВ, Ср.) = (ABC) / (ABD-) = -LUI= -1. 
<) Н (АВ, Ср.) = (АВС) / САВР) =-1, САВР.) = 1 
得 (4BC) =-1， 所 以 点 C 是 线段 AB 的 中 点 . 
例 4.2 试 证 一 角 的 两 边 和 这 角 的 内 外 角 平 分 线 成 调和 线束 . 
WERA: 如 图 4.2， 设 角 的 两 边 分 别 为 a、b， 其 内 、 外 角 平 分 线 
Ace а (с1а). M 


1 D 


图 4.2 
(арс) - _ sin(a, c) ` sin(b, d) 
(abd)  sin(a,d) ` sin(b,c) 
而 (a, c) = - (b, c), 于 是 


(ab,cd) = 一 一 一 
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sin(a,c) _ _ 

sin(b,c) 

(abd) = Sin(b,d) _ G -leb _ costed) р 
sin(a,d) sin(Z+(a,e)) cos(a,c) 


(abc) = 


5 


所 以 
(ab, cd) = -1. 
§ 4.2 ”一 维 射影 对 应 
一 、 定 义 


设 两 个 一 维基 本 形 为 A (p +uq) 与 в (pug), ENN 
# u Б u” 满足 行列 式 不 为 0 的 双 一 次 关系 : 


auu' + bu + cu' + d = ОВ ? + 0,- (1) 
则 称 这 两 个 一 维基 本 形 是 射影 对 应 的 ， 记 作 4AB . 
此 时 ， 把 
„utp р 2 В _ -b -d 40,- (2) 
yu + Ó y ô а с 
叫做 的 射影 函数 . 


把 (1) 和 (2) 都 叫做 一 维 射影 对 应 的 代数 式 . 
显然 , 两 个 一 维基 本 形 4 与 互 的 射影 对 应 包括 : DAINA 点 列 ， 
@@ 线 束 ^ 人 线束 ，@@ 点 列 ^ 线 柬 ( 或 线束 ^ AJI). 


二 、 和 性质 
1. 射影 对 应 具有 对 称 性 和 传递 性 : 


定理 4.9 Жи” 是 4 的 射影 函数 ， 则 w 是 u 的 射影 函数 . 
证 明 ; и" Еи 的 射影 函数 ， 则 
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w= u + Ë | P| о, 
yu + Ó y 8 
所 以 
yuu'— аи + би — В = 0, 
即 


би'— 3 n° - В 
-уи+а -y а 
因此 w и’ 的 射影 函数 . 

定理 4.10 车 u 是 的 射影 函数 , u'' и" 的 射影 函数 ， 则 
u'' 是 的 射影 函数 . 

证 明 ; Жи” 是 的 射影 函数 ，u' ' Жи” 的 射影 函数 ， 则 


w= +8 н P| ои" ЕЙ z АР 
yu + Ó y ô у'и'+8' |у' ó' 
„oa utp" pge" Ва Ва В|. 
y'u +ô" у" ô" y ó y' ô' 


ВЖ и! ' и 的 射影 函数 . 

2. 射影 对 应 的 几何 特征 : 

定理 411 ”两 个 一 维基 本 形成 射影 对 应 «> 对 应 四 元 素 的 交 比 
相等 . 

证 阴 : =) А Ср+ид? ^ В (рни 对 应 四 元 素 的 参 
数 为 Uis Иә» ИЗ, u, 和 ш! ? и? , из , щ . 欲 证 


Cutz» изи) = (и и? , из шщ! ). 


由 于 
„ои+8 е P 
-rs Hly 51% 
则 
‚аи, + В 


= -一 一 一 (= 1,2,3,4). 
u, mu +ó Ü ) 
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于 是 

_ Gu +В аи, + B 
yu, + ó yu, + ó 
A(u,—u,) 


вурн 15) ORTA =1,2,3,4НН 1 = j). 


所 以 
(u 一 2 )( —u,') 
(uu, )(u, —u,') 
_ ба —u,)(u, — u.) _ 
(u и, (и, и; 
RERNA us u u PAR) 和 usus uy 
( 互 不 相等 ) 是 固定 的 ， 第 四 对 对 应 元 素 и 和 wu” 是 可 变动 的 . 因 
为 Guau, изи) = Сири, uzu’), PEL 
(u, —u,)(u, —u) _ (u, '—u,')(u, —u') 
(u, —u)(u, –и,) Wu (usu) 


(и,'и,',и;'и,") = 


令 
_ G, —u;) —u,) ( (и-и) з) 
(и, —u,)/ (и,—и, 9’ 
则 
(и-и) _ 4.822) —u) 
(u,'—u') Аа -и). 
解 得 
‚_ (Au,'—u,')u +u u, —u,u,' 
 (A-Du+(u —4u,) ` 
即 
„ аи + аи +8 
уи+ё, 
Н. 
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а p| 
7 ó| 


2 一 12 иүну'—Йизи\' 
A-1 — u -Åu 


= A (u; — ир )(иү'—и)') * 0. 

AAB. 

3. 一 维 射影 几何 的 基本 定理 : 

定理 4.11 (Von Staudt 定理 ) 三 对 各 不 相 重 的 对 应 元 素 可 决定 
唯一 的 一 维 射影 对 应 . 

WERA: 由 Th4.10 充分 性 的 证 明 可 得 三 对 对 应 元 素 и, и, из 
( 互 不 相等 ) 和 му, ш, u CHA) 决定 的 一 维 射影 对 应 T 
是 存在 的 ， 且 
а P 


= 0. 
y ô 


аи + B 
yu +ó 
若 还 有 一 维 射影 对 应 7 使 

T' Сщ, из, из, и) = (2 uz, u''), 


则 同样 可 推 得 


Т :и'= H 


тпа" 2+0 Pe Во. 
уи + Ó у б 
所 以 
T=T' . 
即 了 是 唯一 的 . 
三 、 特 例 


把 两 个 一 维基 本 形 都 取 为 点 列 : КРУ О). ;=' , 即 为 同 底 
的 两 点 列 ， 对 应 参数 7 取 为 笛 氏 坐标 x 和 x . 则 射影 对 应 式 为 
axta 


о H 


a х+а,, 


a a, 
T :x'= ü METI 


а, а, 


使 用 齐 次 坐标 
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x, x, 
得 
х' _аух,+а„хХ, 
X a,x,+a,zx, | 
即 
х! x,' 1 
— s — =— 0 , 
ах+а„х, а„х,+а„х, р 
则 射影 对 应 的 齐 次 坐标 表达 式 为 
T | ах ra,x,,a, a, 20 
Px,'= ах, +а,х, а а, 


343 ”透视 与 对 合 


一 、 透 视 对 应 
1. Ж ЖЯ: 
(1) 点 列 与 线束 :， 设 点 列 КА, В, С, D, -- 5 ЭК S(a, b, 
с, d, "уб, # KA, В, C, D, ---у5(а, b, c, d, ДА Ава, 
BEb, CEc, DEd, ，…， 则 称 点 列 与 线束 成 透视 对 应 ， 记 作 
KA, B, C, D, +) 5а, b, с, d, ©). 
几何 特征 : 对 应 点 在 对 应 线 上 (如 图 4.3). 


(2) 点 列 与 点 列 : 若 两 点 列 与 同一 线束 成 透视 对 应 ， 即 
КА, B, C, D, ---)AS(a, b, с, d, *)А1!(А', B', C', D! , у, 
则 称 两 点 列 成 透视 对 应 ， 记 作 
KA, B, C, D, ÑU (А', B', C, D', ©). 
几何 特征 ， 对 应 点 的 连 线 共 点 (如 图 4.4) . 


图 4.4 
(3) 线束 与 线束 : 若 两 线束 与 同一 点 列 成 透视 对 应 ， 即 
S(a, b, c, а, YAKA, B, C, D, “ARS (a', b', e!, d', +), 
则 称 两 线束 成 透视 对 应 ， 记 作 
(а, b, c, d, +-)AS'(a!, b', c, d', ©”). 
几何 特征 :对 应 线 的 交点 共 线 (如 图 4.5). 
S $' 
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2. 透 视 与 射影 : 
定理 4.12 WAK 5 不 在 点 列 KA, В, C, D, +) E, 则 S$S 与 1 
`°). 


上 任意 点 的 连 线 所 成 线束 Sa, b, c, d, JA KA, B, C, D, 
ШЕН 如 图 4.3, 因 (аЬ, са) = (AB, CD) (由 定理 4.8)， 则 


8(а, b, с, d, --)AKA, B, C, D, **) (由 定理 4.11) . 
又 因为 4Ea，BEp，CEc，PDEd，…， 所 以 
S(a, b, с, d, ZKA, B, C, D, =) (由 定义 ) . 
定理 4.13 ”两 个 射影 点 列 成 透视 对 应 的 充 要 条 件 是 两 个 点 列 的 
公共 点 自 对 应 . 
证 了 明 如 图 4.6, 设 KA, В, С, +) (4', В', С', e B 
视 心 为 8 且 !X7 =P 则 己 在 此 透视 中 的 对 应 点 为 P'=SP> 1 =P. 即 


公共 点 自 对 应 . ; 


KZ, W 
KA, B, C, Peal (A', В', С', Ре), PEP. 


作 44' XBB'=S， 若 此 射影 对 应 中 的 任意 一 对 对 应 点 为 MM 和 MM'， 
SMXY =М'', Е M' 三 M' GER MM' 也 过 8) . 


因为 

(PA, BM) = (РА',В' M'')( 由 定理 4.8)， 
而 

(PA, BM) = (P'A'!, B! M! >) (由 定理 4.11)， 
则 
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(P A', B'M')= (PA, В'М''),. 
所 以 MI ' =M' 《对 应 点 的 连 线 共 点 )， 即 
КА, B, C, DRP (А', B', C, ©). 
定理 4.14 ”两 个 点 列 ( 不 共 底 ， 不 成 透视 ) 之 间 的 射影 对 应 由 
两 回 透视 组 成 . 
证 明 ”如 图 4.7, 设 1(4, B,C,D,…)Al(4',B’,C’,D’,.…), 
因为 


ERA (А, В, С, Р, YA 
点 列 1(4， В, C, D, уд 
AJLI (A, B', C, D', ARR AA, B', C, D', =), 
所 以 
A' (4, B, С, -JAA(A'. B', C, ©). 
而 公共 线 4' А==АА' 自 对 应 ， 由 定理 4.13' 得 
А' (А, В, C, “YRA, B', C, ©). 
由 两 个 线束 成 透视 的 几何 特征 , 得 Bl=4'BXAB', CA СХАС', 
D i=A' CXAC' ЖЕТ, Э АА" Xl=A41， 则 
(4') (4) 
КА, B, C, =) л МА, Bo Cu DALA, В', С', ©), 
即 经 过 两 回 透 视 将 点 列 (4，B，C,…) 转 换 为 点 列 (4', В', C's +5). 
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定理 415 ”点 列 与 线束 〈 不 成 透视 ) 之 间 的 射影 对 应 由 三 回 透 
视 组 成 . 

证 明 如 图 4.8, 设 Sa b, с, eal (A, BC SÉL 
Н [ха=А, IXb=B, IXc=C, +, 则 


S(a, b, с, “ARA, В, C, +). 
再 由 定理 4.14 得 
ҚА, В, С, “YRA Ву, Су, ORU (A, B', C, ©), 
即 三 回 透 视 将 线束 (а, b, c, +) 转换 为 点 列 (4'，B’',，C’,，…). 
定理 4.12 一 定理 4.15 的 对 偶 定 理 请 读者 自 证 . 
例 4.3 证 已 知 一 条 直线 1 上 三 点 4、B、C 及 常数 k, REEN 
点 D， 使 (4B，CD)=. 
作法 : 如 图 4.9， 已 知 直线 1 上 三 点 4， B, C. 
d) 过 点 C 任 作 一 直线 l: 
(2) Æ h ER As В.А CA : СВі=Е : 1; 
(3) ït S=AA,X BB fE L, // B. hLXED. 
DD 就 是 所 求 作 的 第 四 点 . 
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证 阴 : ШЕ 2/1, 
д А, В, С, D (9 x 14 B, C, D.) 
所 以 (AB, CD)j=(41B1, CD-y=(A,B,O>FCA,) : СВү=К. 


二 、 完 全 四 点 〈 线 ) 形 的 调和 性 质 


定理 4.16 “完全 四 点 形 的 每 一 个 对 角 点 上 都 有 一 组 调和 线束 ， 
即 完全 四 点 形 通过 这 个 对 角 点 的 两 边 和 对 角 三 角形 的 两 边 〈 如 图 
410). 


图 4.10 


定理 416 完全 四 线形 的 每 一 个 对 角 线 上 都 有 一 组 调和 点 
列 , 即 完全 四 线形 在 这 条 对 角 线 上 的 两 顶点 和 对 角 三 角形 的 两 顶点 
(如 图 4.11) . 

证 阴 ”由 对 偶 原 理 ， 只 需 证 明 其 中 一 个 定理 .下 面 证 明 完 全 四 
线形 的 调和 性 质 〈 定 理 4.16′ ): 
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图 4.11 


设 4B, SQ, RT 是 完全 四 线形 SROT 的 对 角 线 , Н. SOX АВ=С, 
RTXAB=D, SQX RT=P. Wj 
(5) (9 
ABCD A RTPD A BACD 


所 以 
1 
(4B ,CD ) = (ВА,Ср) = ТАБОР 
即 
(AB, CD)2=1 
从 而 


(AB, CD)=1 3 (АВ, CD)=-1. 
因为 CAB, CD)=1 导致 4、8、C、D 中 某 两 点 重合 ， 与 完全 
四 线形 不 符 ， 所 以 4B，CD)=-1. 同 理 , (50, PC)=-1, (RT, PD) 
=-1. 


三 、 对 合 对 应 


1. 一 维 射影 变换 概念 : 
(1) 两 个 同 底 的 点 列 或 两 个 共 心 的 线束 称 为 重 又 的 一 维基 本 
形 . . 
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(2) 两 个 重 伙 的 一 维基 本 形 之 间 的 射影 对 应 称 为 一 维 射 影 变 . 


换 . 
一 维 射影 变换 是 特殊 的 一 维 射影 对 应 ， 其 代数 表达 式 也 为 
qu u' + bu teu'sd = oR É Я? 
с 4 
2. 一 维 射影 变换 的 二 重 元 素 : 
经 过 一 维 射影 变换 不 变 的 元 素 叫 做 一 维 射影 变换 的 二 重 元 素 . 
定理 4.17 一 维 射影 变换 一 般 有 两 个 二 重 元 素 . 
证 阴 ” 设 一 维 射 影 变 换 为 T: 
au u' + bu tousa = onf bl, o. 
c d 
二 重 元 素 为 s， 则 


аз?+(Ь+с)з+а=0. 
(1) 才 az0， 则 二 重 元 素 有 两 个 sı 和 s2 
(2) 若 a=0，b+tc 0， 则 二 重 元 素 为 si= -df (b+c), s=. 
(3) 若 a=0，b+c=0，qd 0， 则 二 重 元 素 为 ss. 
(4) 若 а=Ь+с=4=0, Т: wu = 为 恒 等 变 换 ( 记 做 站， 任意 元 
素 为 二 重 元 素 . f 
根据 二 重 元 素 把 一 维 射影 变换 分 类 为 
Q 双 曲 型 ， 有 两 个 不 等 的 实 二 重 元 素 ; 
名 抛物 型 ， 有 两 个 相等 的 二 重 元 素 ; 
椭圆 型 ， 有 两 个 不 等 的 虚 二 重 元 素 . 
例 4.4 判别 下 列 一 维 射影 变换 的 类 型 : 
(1) T: x ‘=x+2, (2) S: x =-x. 
Ж (1) NA a0, b+c=0, 270, NETRA si=s2=co. 
所 以 射影 变换 T 为 抛物 型 ; 
(2) 因为 o=0，p+cF 关 0， 则 二 重 元 素 为 si=0, s=. 
所 以 射影 变换 S 为 双 曲 型 
3. 对 合 定义 : 
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在 上 例 的 射影 变换 8 中 ， 设 4 的 坐标 为 4 (-1)， 则 
S (A) =4 (1), S (4^) =А''=А, Bl 
S (А) =А''=А (S1), 
称 4 与 4 为 交互 对 应 (如 图 4.12). 


A=A" 4' 
一 > 
-1 О 1 3 x 

图 4.12 


而 在 射影 变换 了 中 ， 设 4 (-1), Д] 
T (А) =A’ (1), T (4) =4’’ (3). 
HT A ZA, НИЦА УА 不 是 交互 对 应 (如 图 4.13). 


A А А" ` 
-1 O 1 3 x 
图 4.13 


定义 ”任意 一 对 对 应 元 素 都 是 交互 对 应 的 非 恒 等 射影 变换 叫 
做 对 合 对 应 . 即 对 合 5 满足 : OSA, OS. 
4. 对 合 性 质 : 
定理 4.18 ” 若 一 维 射影 变换 中 ,有 一 对 对 应 元 素 是 交互 对 应 的 ， 
则 此 一 维 射影 变换 一 定 是 对 合 对 应 . 
证 明 设 一 维 射影 变换 为 7: 
au u' + bu + cu'+ d = 0(ad -bc = 0). 
中 ， 有 一 对 对 应 元 素 wu 关 uo 交互 对 应 ， 则 
au u, + bu + си, + d = 0, 
0096696596: = 0, 
两 式 相 减 得 
(b-c) (uo-uo’ )=0. 
所 以 b=c. 此 时 射影 变换 为 7 
au u'+ b(u + u') + d = 0(ad — b? = 0). 
由 此 式 可 得 7 (и) =u’, T (u ) =x， 即 了 中 任意 一 对 对 应 元 素 为 
交互 对 应 ， 则 7 为 对 合 对 应 . 
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对 合 对 应 的 代数 表达 式 为 
qu u'+ b(u + u') + d = 0(ad — b°? = 0). 
由 一 维 射影 几何 基本 定理 ， 很 快 可 推出 : 
定理 4.19 ”对 合 对 应 由 两 对 对 应 元 素 唯一 决定 . 
5. 对 合 的 二 重 元 素 : 
定理 420 ”对 合 对 应 一 定 有 两 个 二 重 元 素 (为 不 重合 的 实 元 素 
或 共 轿 复元 素 )， 且 调和 分 割 任意 一 对 对 应 元 素 . 
WA RHEA T EN: 
au u'+ b(u + u')+ d = 0(ad — b? = 0). 
则 二 重 元素 s 满足 : 
as*+2bs+d=0. 
因为 ad-b? 0， 所 以 对 合 的 二 重 元 素 si 和 s,， 可 能 是 不 重合 的 
KER MHW), БИр Ыл ж MAW). 
因 对 合 是 射影 变换 ， 则 保持 交 比 不 变 ， 即 Cuu’, sis2) = u’ 
и, 515) =1/ Cuu’, sis2), EE 
Cuu’, 519)? =1. 
从 而 Сии”, 5152)= 1 或 Cuu’, 515)= -1. 但 Cuu’, 5152)= 1 时 ， 因 
SEs» BU =u 这 与 TIFA, W 
Cuu’, 515)= -1. 


定理 4.21 对 合 对 应 的 表达 式 总 可 以 简化 为 下 面 两 种 范式 之 


(1) uu =k=0; 

(2) и+и”=0. 

证 明 RHEA T (< D: 

a44 '+b(A + А'у+ d = 0(ad – Б? = 0). 
若 a0， 则 了 : 
АА „+ (А + 4 + 全 = 0. 
a a 
即 
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b b? — ad 


(4 + b А+ 一 ) = — = k = 0. 
а а а 
令 
(4 十 >, = u,(4'+ >, = u', 
a a 
即 得 
(1) uu =k#0(k2>0: 双 曲 型 ,上 <0: WAW). 
Ж a=0, 则 T: 
b(A + 4')+ d = 0(b z 0). 
即 
d са, _ 
(4 + 4'+ р) = 0. 
令 
d 4 、 „, 
(4 + р) = и,(А'+ 5р) = и", 
即 得 f 
(2) u+ u “=0( 双 曲 型 ). 
例 43 求 对 合 的 二 重 元 素 ， 这 个 对 合 由 下 列 方程 的 对 应 根 决 
Ж: 


(1) 2-1=0 5 2 —3x +1=0; (2) X -x -1=0 Ы 2x -2x -1=0. 
Ж (1) 设 所 求 对 合 为 
аии + b(u + u') + d = 0(ad — b? = 0). 


两 个 方程 的 对 应 根 分 别 是 士 1 和 эз ， 代 入 对 合 表达 式 得 


-а+а=0, 
а+3Ь+4 =0. 


1 -l |—1 
a:b:d =Ü) 1. : =-3:2:-3. 
3 ll 11113 


则 
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所 以 对 合 为 | 
-3uu’'+ 2(и + и'у-3 = 0. MAW) 
(2) 设 所 求 对 合 为 
au и'+ b(u + u') + d = 0(ad -b° z 0). 


кэк ли у лие 15 5 a 19 2, 代入 对 合 表达 式 得 


нна 
-la+b+d=0. 
2 
则 
a:b:d = | |: ль 1⁄2 |= 0:1/2:-1⁄2. 
所 以 对 合 为 


и+и'-1= 0 ( 双 曲 型 ). 
例 4.4 叙述 并 证 明 笛 沙 格 对 合 定理 . 
解 ” 笛 沙 格 对 合 定理 : 完全 四 点 形 的 三 对 对 边 与 不 过 顶点 的 任 


意 直 线 的 交点 是 同一 对 合 中 的 三 对 对 应 点 . 


ЖЕЗ 如 图 4.14, 一 条 直线 与 完全 四 点 形 4BCD 三 对 对 边 的 交点 


МР, Р'; О, Q'; R，R' ,并 在 这 条 直线 上 决定 一 个 射影 变换 〈 一 


维 射影 几何 基本 定理 )， 下 面 证 明 它 是 一 个 对 合 . 
Á 
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因为 
(B) (A) 

(P, P',Q, R) A (Е, P' , D, С) A (P, P',R', О'), 

所 以 
(PP',QR) = (PP',R'Q') = (P'P, Q'R') 
因此 
(Р, P',Q, R) A (P',P, О',Е') 
由 于 此 射影 变换 中 有 一 对 对 应 点 Р, P' 交互 对 应 ， 所 以 它 是 一 


个 对 合 . 
习题 四 


1. 直线 上 顺 次 有 四 点 4，B8，C，D〔 相 邻 两 点 距离 相等 )， 求 
这 四 点 的 各 交 比 值 . 
2. 已 知 四 点 4 (2, 1, -1), B (1, -1, 1), CO, 0, 0), D 
(1，5，-5)， 求 交 比 CAB, CD). 
3. 已 知 (hb kk = -1， 求 证 
2 l! €l 
k2—k Е-Е ka—kl 
4. 已 知 三 点 4 (1, 1, 1), B (1, -1, 1), D (1, 0, 1), H 
交 比 (АВ, CD) =2, sk C 点 的 坐标 . 
5. 求证 四 直线 2x-yt1=0，3x+y-2=0，7x-y=0，5x-1=0 共 点 ， 并 
求 四 直线 顺 这 次 序 的 交 比 . 
6. 设 两 点 列 共 底 ， 求 一 射影 对 应 使 0，1，=< 对 应 1，=，0. 
7. 求 一 射影 对 应 使 直线 ! 上 的 三 点 1，2，3 对 应 直线 I” 上 的 
三 点 : 
(1) 1, 2, 3; (2) -1，-2，-3; (3) 4, 3, 2. 
8. 讨论 用 几 次 透视 可 使 
(А, В, С) л (В, А, С) 
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9. 一 圆 切 于 x я у 轴 ， 圆 的 动 切线 交 两 轴 于 M 和 М, 求证 
(M) A (M' ). 

10. 求 下 列 一 维 射影 变换 的 二 重 元 素 : 

(1) uu +би+и +6=0, 

(2) uu “2ut1=0, 

(3) 2и+и +1=0. 

11. 求 对 合 的 表达 式 ， 使 其 二 重 元 素 为 

(1) 2 与 3， 

(2) 方程 af+2bttc=0 的 根 . | 
12. 如 图 4.15， 设 P, О, R, S 是 完全 四 点 形 的 顶点 ， 且 
PSX QR=A, PRX QS=B, РОХ RS=C. 

求证 
AI=BCX QR, Bi=CAXRP, Ci=A4BXPO 
三 点 共 线 . 
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第 五 章 ”二 维 射影 几何 学 


以 前 我 们 所 用 的 坐标 是 建立 在 距离 基础 上 的 笛 氏 坐标 ， 本 章 将 
在 射影 平面 上 建立 以 射影 不 变量 一 - 交 比 为 基础 的 射影 坐标 系 .然后 
用 射影 坐标 来 表示 二 维 射影 变换 , 并 讨论 其 二 重 元 素 .最 后 用 变换 群 
的 观点 给 出 欧 氏 几何 、 仿 射 几何 与 射影 几何 的 关系 . 

本 章 的 知识 结构 为 

BRR тант 

射影 坐标 系 ке 特例 ， 

坐标 转换 与 点 变换 
之 二 维 射影 变换 一 射影 变换 一 特例 ， 

二 重 元 素 
之 变换 群 与 几何 学 . 


$51 НЕЧА 


我 们 熟悉 和 常用 的 坐标 是 笛 卡 儿 直 角 坐 标 , 简称 笛 氏 坐标 .下 面 
介绍 射影 平面 上 的 射影 坐标 . 


一 、 一 维 射影 坐标 系 


1. 定义 : 

Q@ 在 一 点 列 上 取 不 重合 的 三 点 А, А), E, P 为 此 点 列 上 的 任 
意 点 ， 则 交 比 4= (4,4, EP) 与 点 P 了 之 间 建 立 了 一 个 一 一 对 应 ， 
ARA P 点 在 一 维 射影 坐标 系 {41, А, E) FERR. E A= 
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则 称 О, x) 为 已 点 的 齐 次 射影 坐标 ， 把 4 称 为 P 点 的 非 齐 次 射 . 
影 坐 标 . 

与 向 氏 齐 次 坐标 一 样 ， 对 Vp#*0, (рх PX2) 与 (x1，x2) Ж 
示 同 一 点 ，(0，0) 不 表示 任何 点 . 特别 地 ， 由 


AE: AE 
Ак = (445, EE) = 1 27. =1=1:1, 
AE: AE 
AE: AA 
Ад = (445, ЕАр) = 22 о 1:0, 
i ДА: АЕ 
A.E: АА 
A4 = (4р4), ЕА) = 12222 20-0:1. 
2 AA -AE 


得 41 (1, 0), А; (0，1),， 巨 (1，1)， 并 分 别称 为 第 一 基点 ， 第 二 
基点 和 单位 点 . 

@ 在 一 线束 中 取 不 重合 的 三 直线 а, а, e, p 为 此 线束 中 的 任 
意 直线 ， 则 交 比 4= (аа, ep) 与 直线 p 之 间 建 立 了 一 个 一 一 对 应 ， 
把 1 称 为 直线 疡 在 一 维 射影 坐标 系 {a, ase) FEIR. Ж деши, 
ДІК (ы, 0) 为 直线 p 的 齐 次 射影 坐标 ， 把 14 称 为 直线 р 的 非 齐 
次 射影 坐标 . 称 a, (1, 0), a, (0, 1), е (1, 1) 为 第 一 基线 ， 第 
二 基线 和 单位 线 . 

后 面 的 内 容 一 般 用 点 列 上 的 射影 坐标 来 讨论 . 

2. 射影 坐标 与 笛 氏 坐标 ; 

W А, 4), Е, P HEREIN xo xo х, х; HEERA Д, 
А, AA. 

A= (A, EP) = (хх), x) -gecme ta) 15 =, 
所 以 
1- Кх – х) (k= Xe — X] ), 
x-xi хе - х2 


且 
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k -k 
1 =- 
因此 ， 同 一 点 的 射影 坐标 1 与 笛 氏 坐标 x 是 射影 对 应 .从 而 , ЗЕ 
线 四 点 的 交 比 既 等 于 四 点 笛 氏 坐标 的 比 , 也 等 于 四 点 射影 坐标 的 比 . 
3. 特例 : 
(1) 一 点 P 的 仿 射 坐标 定义 为 P 到 原点 O 与 单位 点 E 到 0O 的 
有 向 距离 比 POMO. 将 一 维 射影 坐标 系 (Au А, E) 的 41 取 为 直线 
上 的 P, , ARARA O, 则 
4=(4A142,EP)=(P,O, EP) = (PEO) -20 


EO 
即 此 时 的 射影 坐标 特殊 为 仿 射 坐标 . 
(2) 一 点 PP 的 笛 氏 坐标 定义 为 P 到 原点 O 的 有 向 距离 OPA 
一 维 射影 坐标 系 {А\› A2» E} 的 А, 取 为 直线 上 的 Po» 42 取 为 原 
点 O， 并 设 42E 为 单位 长 度 ， 则 
А = ОР. 
即 此 时 的 射影 坐标 特殊 为 笛 氏 坐标 . 


二 、 二 维 射影 坐标 系 


1. 齐 次 射影 坐标 ; 

如 图 5.1, 在 平面 内 取 无 三 点 共 线 的 四 点 41，42，A3 和 EE. 设 P 
为 平面 内 任意 点 ， 人 41424; MEZAR E AERX ep er ез, 到 P 
点 的 距离 为 pj，p;，ps. WP 点 与 三 个 有 序 的 数 
Pi1.P2.P3 
el е) ез 
成 一 一 对 应 ， 把 Од, ху, x) RA P 点 在 二 维 射 影 坐标 系 

{41, 42, 43; E) 
下 的 齐 次 射影 坐标 ， 把 和 414243 叫做 坐标 三 角形 ，E 点 叫做 单位 点 . 

HERF KEER, ур+0, Срд, рох, px) 与 (x) 
ху, хз) 表示 同一 点 ，(0，0，0) 不 表示 任何 点 . 
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о) = ETD 0) „ү, 


Xe 一 X2 


X] :X2 :X3 = 


图 5.1 
ЖОР 点 在 直线 А›А; E, HU p=0, BI x,=0， 所 以 坐标 三 角形 边 
ААз 在 此 坐标 系 下 的 射影 方程 为 xi=0. 同 理 ， 坐 标 三 角形 边 4143 
在 此 坐标 系 下 的 射影 方程 为 和 =0， 坐 标 三 角形 边 414; 在 此 坐标 系 
下 的 射影 方程 为 xs=0. 
ЖОР 点 与 А, ЖН, р=0, рз=0, П pi0, HW) x2=0，xs=0， 
而 xi 关 0， 所 以 坐标 三 角形 顶点 41 在 此 坐标 系 下 的 射影 坐标 是 (1， 
0, 0) . 同 理 ， 坐 标 三 角形 顶点 如 在 此 坐标 系 下 的 射影 坐标 是 (0, 
1, 0), 坐标 三 角形 顶点 Аз 在 此 坐标 系 下 的 射影 坐标 是 (0, 0, 1). 
2. 非 齐 次 射影 坐标 : 
设 在 二 维 射影 坐标 系 中 ，4i P, ДЕ G=1, 2, 3) 与 坐标 三 角 
ÆFA 的 对 边 交 于 Р, E, (图 5.1)， 则 
(4143, E; P,)= A; (4143, E; P; ) 
sin (А, A» E> )sin Z(As A P>) 
“эш (А Ao P; узт ДАЗ Ау Es) 
< Р 
_ AE АР _ espi 
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HH, (4 ЕР) =х›:ху› (Aidos ЕзРз) =ху:х›. 

把 x=xi :x3= (4143，E2P2) M y= хә : x3= 《A4243，EIP1) 称 为 
P 点 在 二 维 射影 坐标 系 (Ar А, Аз; 五 } 下 的 非 齐 次 射影 坐标 . 显 
然 ， 二 维 射影 坐标 与 一 维 射影 坐标 一 样 ， 也 建立 在 交 比 的 基础 上 . 

例 5.1 利用 射影 坐标 系 证 明 巴 卜 斯 (Pappus ) 定理 . 

W. А1. Ву, С.Ж 4,、B，、C; 分 别 为 同一 平面 内 两 直线 用 和 h 
上 的 三 点 ， 则 

L=B,C,X CB,, М=С\А›Х А\С›, N=A1B,X Ву 
共 线 (如 图 5.2) . o 


图 5.2 


证 明 二 维 射影 坐标 系 取 为 {41，Bi，42; Bs } ， 则 各 点 的 坐 
标 可 设 为 


A (1, 0, 0), В, (0, 1, 0); С (1, np 0), 
Аз (0, 0, 1). B, (1, 1, IGA, 1, m). 
于 是 连 线 418, 和 B14; 的 方程 为 
А\В»: x2-x3=0, B,A>s: xí=0, 
它们 的 交点 是 4iB2XBidz=N (0, 1, 1). 
连 线 C.A; 和 AC 的 方程 为 
С\А»: түхү—х=0, А\С»: nn2x2—X3=0, 
它们 的 交点 是 СА. ХАСМ (1, т, mm). 
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同 理 求 得 BiC» X C1B»=L d, пү+пә-п\Пэ›, m) 。 


由 于 

0 1 1 0 1 1 

1 n] nn =11 nl nyng 

1 n +n. тп пә | |0 ma-n) ma-n) 
0 1 1 

=п)(1-п)1 n тли) = 0, 
0 1 1 


所 以 坐标 矢量 / , т, A REX, Вл, м, NIR. 

3. 特例 : 

(1) 仿 射 坐标 ”如 图 $5.3， 在 射影 坐标 系 A А), Аз; E) 中 
取信 41424; 的 4142 边 为 I， 取 43 为 原点 O， 则 点 了 的 齐 次 坐标 为 


图 5.3 


X| :X2 1X3 -21.22 ,P3 „Р\.Р? .\ јр 
el е) е; а е) 
X=X1 :Xx3= pi: el=OPI: O E, 
y = x2 :х3= р: e2=OP,: ОЕ). 
即 点 了 的 射影 坐标 特殊 为 以 4; 为 原点 O， 以 A4341、434; 为 x、y 轴 
的 仿 射 坐标 . 


(2) 币 氏 坐标 
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仿 射 坐标 《1) 中 再 取 E, O=E;O=1, WI 
x=OP,; y=OP,. 
即 点 尸 的 射影 坐标 特殊 为 笛 氏 坐标 . 


§ 5.2 射影 变换 


同一 个 点 在 不 同 坐 标 系 下 的 坐标 之 间 的 关系 称 为 坐标 转换 ， 而 
同一 个 坐标 系 下 不 同 点 的 坐标 之 间 的 关系 称 为 点 变换 .下 面 分 别 讨 
论 坐 标 转换 与 射影 变换 . 


一 、 坐 标 转换 


1. 笛 氏 坐 标 与 射影 坐标 
设 在 射影 坐标 系 (Ar А, А3: Е), AAA HEW 4243、 
Azdin Aid: 在 笛 氏 坐标 系 下 的 方程 为 aw+buy+ci=0. a;x+b;y+c;=0. 
азх+Ьзу+сз=0. 平面 内 任意 一 点 尸 的 非 齐 次 笛 氏 坐标 为 P (x, y), 
Р 到 入 414243 三 边 的 有 向 距离 为 
pi = aix+b;y+c; 
| + Ja 2 + b 2 
Р 的 齐 次 射影 坐标 为 P (ху, ху, хз), P 到 人 41424; 三 边 的 有 向 距离 
为 


ei ёз, ez, Hi 


G = 1,2,3). 


Pi _ арх+Ь тыш 1 . 
Ах; =— = ——— k; = (і = 1,2,3). 
ё teja; + еа; эь? 
所 以 
Аху = (арх + руже) ja b, с 
Ах» = ka (aax + Буу +с»›)Н. аз b, c2| 关 0. 
Ахз = Кз(азх + һзу +сз) |аз b3 сз 


Wa; = kiai, В; = kibi, Yi = kic (і = 1,2,3). +E 
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Axı = ух + Dy + у, 
(1) > =азх+ уу + 2, 
Ахз = азх + буу +73. 
ар В > a b с 
В јаз В. y2|]=kikykslas b, c>|#0O. 
аз Вз 73 аз b} сз 
ЖРК БАЈ Р (х, у, г), ЇЇ 
Оц =01х+ Віу+уі lar Вр у 
(2) о а P2 y>] 0. 
охз =@зх+ бзу+ум (оз #3; уз 


(1) 为 齐 次 射影 坐标 与 非 齐 次 币 氏 坐标 之 间 的 关系 ，(2) 为 
齐 次 射影 坐标 与 齐 次 笛 氏 坐标 之 间 的 关系 ， 且 其 逆 变 换 存 在 . 

2. 射影 坐标 与 射影 坐标 

设 平面 内 一 点 P 在 两 个 射影 坐标 系 (А, 4, А3: ЕЖ { 
А, Aj, Аз; E' ) 中 的 齐 次 射影 坐标 为 (xi, хо, х3), Oa axs 
x), P 的 齐 次 币 氏 坐标 为 (x，y，7?)， 则 


с'ху'=оу'х+ Д\'у+у\ү'ї CQ ' А\,' yi 
ca2” 8›' у2|*0- 
@з' Вз' уз' 


с'хә'=аз'х+ В'у+уз'1 В. 
C'X3 =C3 + fy'y + узт 


H (2) Hx у, t 代入 上 式 得 


Юху'= ах + 0122 + аз х3 
(3) Px2'= а31Х + qQ22X2 + аззхз В|А| = |ду| * 0. 
PX3'= азуүхү + G32X2 + аззхз 


其 中 
а 2) d 
А |а az Jero 
азі 233 433 
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(3) 可 以 缩写 为 


3 
рх'= È аух у(@ = 1,2,3), 


A| + 0. 
Ј=1 
或 
хт х] 
p| x>'|= A| хә |, |A] = 0. 
хз' хз 


其 道 变换 一 定 存 在 Ci ж 141% а 的 代数 余子 式 ): 
ху = Аүүхү"+А)ух)'+Азухз' , 
(4) 459 = Архі Ах +з xa "B |A;| = |а| * 0. 
бхз = Аүухү'+4)3х2'+Азухз' 
即 


3 
Ori = È Ajxj'(i= 1,2,3), |45 |z 0. 
/=1 


xı X1 
ô| х5 |= АС!| х›'|, а |= 0. 
X3 X3 


将 表达 式 


3 
DXi = > ajx, G = 12.3),|oz| z 0. @ 
J=} 


， | 
6xi= È Ajxjli=123)|A4n|*0. 加 
7=! 


理解 为 同一 点 己 在 不 同 射影 坐标 系 (Ao А, Аз; E) 和 {41'， 
4›'› Аз'; Е! } 下 的 坐标 ; (ху, хә» х3) 与 (ху! „х2! , X3' ) 之 间 的 
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关系 时 称 为 坐标 变换 (如 图 5.4). 
"Ñ {x1', x2', X3') 4; 
° P 


(x), X2, X3) 


A 


42 А 


5.4 


БЕКА АЛА Ao А, Аз; E) F, RAAP 
和 P' 的 坐标 (xr х2» хз) 与 Cx’ ‚х2! ‚ Хз' ) 之 间 的 关系 时 称 为 点 
变换 (如 图 5.5). 4 


e P(x, x2', X3' ) 


DPC], ху, х3) 


A 


图 5.5 


把 (二 维 ) 射影 坐标 系 下 的 点 变换 称 为 〈 二 维 ) 射影 变换 ，@ 
和 多 是 射影 变换 的 表达 式 . 

2. HJE: 

由 十 知 射影 变换 使 原 象 点 己 变 为 映 象 点 P' ,由 @ 知 射影 变换 使 
映 象 点 P' 变 为 原 象 点 Р, 所 以 141= [а #0 的 非 奇 射影 变换 使 点 
与 点 一 一 对 应 ， 下 面 讨 论 射 影 变换 关于 直线 的 变换 规律 . 

设 定 直 线 的 坐标 为 Си 22， из) „Вр 

Ui Xrti хо+из x3 = 0, 


此 直线 经 射影 变换 后 ， 由 @@ 可 得 
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шщ (Anxi TAə 29 +Азухз' ) +u (Anxi tAn" +А3;Ху ) 
+из (Aiax1’ Азхо’ +A433x3' ) = 0, 
整理 得 
ul” ху + ху +из' хз =0. 
此 方程 表示 的 仍 为 直线 ， 坐 标 为 《aa ,zz )， 且 有 
Tu '= Аи + Aizu? + Азиз 
үз: Ац + Ауди) + Азиз |а| + 0. 
тиз'= Азүиү + 432и) + Аззиз 


3 
或 ти'= È Ayu G=123), 4 |=0. © 
j=l 


其 逆 变 换 一 定 存在 ， 可 推 得 
GUI = аууш 十 G2122 '+а31и3' 
си) = al221 +a2222 +аззиз „а | + 0. 
сиз = аузцу 十 GQ2322 '+аззиз ' 


或 си; = š asuy, G= 12,3) |а „|+ 0. © 

j=l 
@ 和 名 也 是 射影 变换 的 表达 式 ， 它 使 直线 与 直线 一 一 对 应 . 
三 、 二 维 射影 几何 的 基本 定理 


定理 51 平面 内 的 四 对 对 应 点 (无 三 点 共 线 ) 决定 唯一 (二 
维 ) 射影 变换 (对偶 定理 也 成 立 》. 

ЕН (1) 先 来 证 明 (СС) 射影 坐标 系 中 ， 使 坐标 三 角形 
的 顶点 (1, 0, 0). (0, 1, 0). (0, 0, 1) 和 单位 点 (1，1，1) 
分 别 变 为 无 三 点 共 线 的 四 点 P, (ау, аз,аз )- Р (В, 8, 83 )、 


Р; (y1,y2,73 )、 Ра (51,55,93) 的 射影 变换 中 唯一 存在 : 
在 射影 变换 中 中 代入 以 上 四 对 对 应 点 的 坐标 可 得 12 个 方程 
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all = DPIlal,alz = p2Bi,a = D371， 
азу = P102,422 = р2Вз,а23 РЗУ2› 
азр = P183,432 = рә Вз.азз = рзуз, 
ац tan tan = рабі, 
азу +422 +a23 = p482; 
аз +аз +азу = 0483. 
于 是 可 得 非 0 参数 pj(i=12,3,4) 的 关系 
р\&ү + 02 Ву + p371 ~ Рабі = 0, 
р102 + p2B2 + p372 = Р4д2 = 0, 
Dis + р2 Вз + p373 – P463 = 0. 


从 而 
201 _p2 _ Рз Ра р 
|587] lesr| |085] |087 | 
其 中 行列 式 
ó ñ 7, 
18r|=|sz #› r2l#0, 
63 Вз Уз 
则 


О = К|б3у|, р? = ову |, Рз = 对 ca 中， P4 = klapy]. 
令 p'=p/k 并 代入 四 可 得 | 
р'ху'= «\|$бу|ху + Вау |x2 + у |085 хз, 
p'x2'= a |ó6y|xi + 8) |су |х + у2|@86[хз, 
p'x3'= «з|ёЗу |х\ + Вз |су |x; + уз|оВ5 |хз. 


А |а| = 1р2 рза |= + P1P2P3P4 * 0. 
所 以 ， 以 上 四 对 对 应 点 决定 的 射影 变换 中 唯一 存在 . 
(2) 再 来 证 明 平 面 内 任意 四 点 Pi. Pa Рз. P, (无 三 点 共 线 ) 


与 另 四 点 Pi. Ph P's P СА) 之 间 存 在 唯一 射影 
变换 7 使 了 СР! Ps. Рз. Р.) = СР’. Р,'. P3' 、 Pa’ ): 
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H (1) 知 存在 射影 变换 Тү, Т1 

Ti (Ау, À х A3、 E) = (Pi. Pa Ps. Pa), 

T, СА. As. As Е) = (Pit, Р,'. Ру! Pa), 
H Ту, Т ЛИЛЕ} ТЕЕ. hT’, MM 

T (Pis Pas Ps. P4) =Т„ Тү! (Ру, Pas Ps. Pa) 

=Т (Ais An Аз, E) = (P's Р›'„ Рз. Р! ). 
所 以 射影 变换 了 是 存在 的 . 若 还 存在 射影 变换 7 使 

Т” (Pis Pa Рз. Pa) = (P1'、 Pa's Р! Ps') 


则 
T! Т, is А. A3、 Е) =Т” (Pis Pas Ps. Ps) 
= (Pis Pa's Py'. Ру! ), 
由 (1) 得 
Т” Ti=D, 
所 以 
Т’ =Т= Т. 


推论 ”保留 平面 上 四 点 〈 无 三 点 共 线 ) 不 变 的 射影 变换 一 定 是 
单位 变换 〈 么 变换 ) 7 : 
A= х], 
Pr2'= х2, 
PX3'=X3. 
定理 52 射影 变换 使 点 列 与 对 应 点 列 成 射影 影 对 应 ， 即 交 比 
Е СС) 射影 变换 的 不 变量 . 
证 明 ”在 一 点 列 中 取 四 点 : 
Yi У2, Уз), 2(21,22,23), у + Nz, yY + A22. 
Т: рх;'= У ауху@ = 12.3),|oz| + 0. 
= 


WT (y,z) = (y',z'), W 
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3 3 
Piy'= Zayyj, P22'= Уаугу. 
j=l j=l 
于 是 
3 3 3 | | 
Day(yj +Anzj)= ауу) +A, 22 j = Pp1y+An p22 (n=1,2). 
/=\ j= j= 


所 以 
Т(у+А2) = y'+Az',T(y +42) = y'+Aəz'. 
即 | 
(у,2, у+А2,у+ А2) = (у',2',у+42', y+ 2') =á, 
2 
因此 , 射影 变换 使 点 列 与 对 应 点 列 成 射影 影 对 应 , 即 交 比 是 (二 
Ж) 射影 变换 的 不 变量 . 


853 ”射影 变换 的 二 重 元 素 


一 、 定 义 


经 过 一 个 射影 变换 不 变 ( 即 变 为 自身 ) 的 元 素 称 为 此 射影 变换 的 
二 重 元 素 ， 或 固定 元 素 ， 或 不 变 元 素 . 
二 重 元 素 有 二 重点 和 二 重 直线 两 种 ， 下 面 给 出 它 的 求法 . 


一 、 
Р: 
二 、 求 ; 


设 射影 变换 了 的 二 重点 为 了 (у, у, уз), H T Су) = (y, 
y’ y’), ZEHRA u Gu uo u) BT (и) =и Gu” m’, 
H3 “)， 则 


代入 了 的 表达 式 @ 得 
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ойуу = ау + а Уз + а\зуз 
pky> = ау + a22y2 + аззуз, 
рКуз = азууу + аз уз + 433 Y3 


ФрК=@, 即 
Сац -CD) уү+ауууу +ауууу =0 
азу + (a22 —a) уз +аззуз = 0. 
азуу +азә Уз + (a33 –0) уз = 0 
HT ye у» з 62290, MA 
aa ауу 413 
а: ау) -a аз |= 0. 
аз аз азз-а 
由 上 式 求 得 о 就 能 得 二 重点 . 
同样 ， 设 射影 变换 了 的 二 重 直线 为 zx (ш, w» w), HT (и) 
=u” (us u”, u’), W 
Cei OS SEE рн 
ul и? из 
代入 了 的 表达 式 @ 得 
сиј = (ац + аууиу + a31u3) 
сиз = (012и 十 02222 + азуиз), 
сиз = Ё'(аүуиү + аууиу + аззиз) 
9.8, Вр 
T 
(ау – 8) шщ +азиз +азуиз = 0 
ауди +T(a22 – В) u> Ғазиз = 0. 
аузиу + ази) +(азз – 8) из = 0 


由 于 Uls U2s u, PEN 0, 所 以 
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al-D an a31 
az an-P аз |=0. 
a13 a23 a33 一 
由 上 式 求 得 8 就 能 得 二 重 直线 . 
综 上 所 述 ， 求 射影 变换 二 重 元 素 的 步 又 是 : 
(1) 由 射影 变换 的 特征 方程 


all-4 ap а\з 
a21 a22 -4 as |=0. 
аз азу) азҙ-А 
求 射影 变换 的 特征 根 4; 


(2) 将 射影 变换 的 特征 根 4 代入 方程 
(ај 一 4) xi +ауух»у +аузхз = 0 
É +(a22 一 4) ху +а›)3Х3 = 0. 
азуху + a32X2 + (asa — А) хз = 0 
求 射影 变换 的 二 重点 (xi, ху, x3); 
(3) 将 射影 变换 的 特征 根 4 代入 方程 
(ау А) u) +asu + азиз = 0 
ajzu; +(a22 — А) u> + asus = 0. 
аузиү + 423и») + (a33 – А) из = 0 
求 射影 变换 的 二 重 直 线 (шщ, ux u). 


例 5.2 求 射影 变换 


æ=- 
ев 
PX3'=x3 
的 二 重 元 素 . 
解 (с) 求 特征 根 
由 
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0 0 1-4 
@-(@+4)- 4)? =0, 即 1 =—1,4› = (ZEH). 


(2) 求 二 重点 
将 特征 根 = -42 =1 分 别 代入 方程 组 


(-1-4) ху=0 

(1-4) X2 =0 

(1-4) X3 =0 
得 二 重点 为 (1, 0, 0) (@П А, 点 ) 和 (0, X2» x3) СВр 4,4315 ЕЙ? 
所 有 点 ) . 


(3) 求 二 重 直线 
HEHEH 4 =—1,4› =1 分 别 代入 方程 组 


(-1-4) u= 0 
(1-4) uz =0 
(1-4) uy = 0 


得 二 重 直 线 为 〈1，0，0) (Вр AA; 边 ) i (0, ш, us) (ВЧ À, 
点 的 所 有 直线 ) . 


三 、 射 影 变 换 的 特例 
1. 仿 射 变换 : 


Юхү'= аүүхү + al2x2 十 G13X3 

Dx2'= Q21X1 + a22X2 + a23xs,|a; |> 0. 

Dx3'= G31X1 + 032X2 + аззхз 

保持 直线 x =0 不 变 〈 并 非 此 直线 上 的 每 一 点 都 不 变 )， 则 对 任意 

х, x, CREA 0), 23 xs=0 时 都 有 x3 =0, B 了 的 表达 式 中 
азух + a32x2 = 0, 

于 是 a3 = азу = 0. 所 以 了 的 表达 式 变 为 
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若 射影 变换 T: 


PX1'= арх + QI2X2 + A13X3 
1 а daj 0 
PX2 = а31Х + a22x2 + 4)3Х3,@33 + 0. 
1 421 an 
PX3 = азз хз 
令 
а ау) ауу, а)\ an _ 223 
0р = 一 :02= 00 =—; ñ = 一 ,0 =—2—, Вә =. 
a33 a33 a33 033 а33 433 
则 上 式 化 为 非 齐 次 表达 式 
КИН", % a2|,o 
y'= Бух + 82у + Во |81 #2 


此 式 为 仿 射 变换 的 表达 式 ， 因 此 ， 仿 射 变换 是 保持 1- 不 变 的 射影 变 
换 . 

2. CE) 相似 变换 ，; 

若 射 影 变 换 T( 仿 射 变换 ) 


Px1'= аүүхү + A12X2 + 313X3 
ап da 


а an 


+0. 


PX2'= G21X1 + G22X2 十 023X3，033 
Px3'= аззхз 
以 l- ERRA iLO, 7(01,-1,0) 为 二 重点 ， 代 入 上 式 得 
[a = ац +іаә | р) =a -imz 
іру = a21+ia22 |- ipz = az; -ia22 
即 al = a22,a12 = —a21- 令 


-au 292 g A 42 р 93 үз 
433 аз 433 433 433 433 
则 了 的 非 齐 次 表达 式 化 为 
х'= ах 一 +hlg 一 
ар В ? =a? +8 0. 
此 式 称 为 正 相 似 变换 . 
3. 运动 变换 : 


在 正 相似 变换 中 ， 若 系数 行列 式 
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а -PJ_ 2 2 _ 
B fl-a + В =l, 


则 可 取 
о = cos 0, В = sin Ө. 

于 是 正 相 似 变换 的 表达 式 化 为 
x'= xcosO -ysnoO+hlcos0 -—sin@ 
y'= xsin0+ycos0+k,|sin@ cos@ 


此 式 称 为 运动 变换 《〈 即 旋转 与 平移 的 合成 ) . 


= cos20+sin20= 1. 


S54 变换 群 与 几何 学 


一 、 变 换 群 的 定义 


因为 变换 一 定 满足 结合 律 ， 且 一 定 存在 单位 元 即 恒 等 变 换 ， 所 
以 ， 由 抽象 群 的 概念 可 改写 成 如 下 变换 群 的 定义 : 

若 变换 的 集合 G 满足 下 列 二 条 件 : (1) T,,T, e G=T, T, e G, 
(2) VT eG=3TL e G. ДЖ G 构成 一 个 变换 群 . 

例 5.3 证 明 直 线 上 的 一 维 射影 变换 : Ту =x), T; (x' =1/x), 
Ty (х'=1-х), T, (x'=1/ (1-x)), Ts (х' =х/ (x-1)), Ts (х' = (x-1) 
Іх) 的 集合 构成 变换 群 ( 交 比 群 ) . 

ШЕН BRES С={Т, T), Тз, Ta Ts, Ty, W 

(1) WHER Т, JEG, H ЖШ TIEG: 


(2) 对 任意 TEG, BWAR Tie G: . 
T/|!=T,, Tyl=T,, ТТ, ТКТ, Ts'=Ts, Tç!=T,. 
H (1), (2) 得 G 构成 变换 群 . 

二 、 几 个 重要 的 变换 群 
1. 射 影 群 : 


定理 53 ”射影 平面 上 一 切 射影 变换 的 集合 K 构成 群 ， 简 称 射 
影 群 . 


证 阴 (1) WT T,€ K, HT, (x) =х', Т, (x') =x”, 则 


x ' x 

T :p| x |= A| х, ‚4 = (a)i, j =1,2,3),]А| = 0, 
х х3 
х," хү' 

T,:p' х,"|=В|х„' ‚В = (Ьу )(®,1 = 1,2,3).|В| # 0. 
х3 х3 


所 以 
x" x1' xı 
|57 = ыз = з | 
x3" x3' хз 
Вр (54 = рр) 
х" Х| 
TT : 图 = 5) C = (cy Xk, j =12,3),|С| = |AB| = 0. 
хз" хз 
因此 


ТТ,Є K. 
(2) W Tek, 8 


хр! ху |: 
Т:р НЕЯ A| 0, 
X3 хз 
XI x1 
r- 8) «| = |4? + 0, 
x3 x3' 


T'EK. 

由 (1), (2) 知 天 构成 群 且 天 的 每 一 个 变换 都 由 8 个 独立 参 
数 决定 ， 所 以 称 为 8 维 群 . 

同 理 可 得 

2. 仿 射 群 ; 

定理 5.4” 仿 射 平面 上 一 切 仿 射 变换 的 集合 4 构成 群 ， 简 称 仿 “ 
射 群 (6 维 群 ) . 

3. 运 动 群 ; 

定理 5.5 网 氏 平 面 上 一 切 运 动 变换 的 集合 M 构成 群 ， 简 称 运 
动 群 (3 维 群 ) . 

显然 ， 运 动 群 伺 仿 射 群 C 射 影 群 ， 即 МСА CK. 


三 、 变 换 群 与 几何 学 


1. 几何 学 的 群 论 原则 

德国 数学 家 克 莱 因 (F.klein) 于 1872 年 提出 的 “ 艾 尔 兰 根 纲领 ” 
中 把 变换 群 与 几何 学 联系 起 来 了 ， 其 思想 概括 如 下 : 

设 给 定 一 个 集合 为 ，F 中 元 素 间 的 一 个 变换 群 为 G， 把 集合 
FUREN, RE 的 元 素 叫 做 空间 的 点 ,集合 下 的 子 集 叫做 空间 
的 图 形 ， 于 是 空间 F 内 所 有 图 形 对 于 变换 群 G 的 一 切 不 变性 和 不 
变量 的 命题 系统 组 成 相应 的 几何 学 . 

2. 几何 学 的 关系 
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则 


所 以 


RRE S 的 一 个 变换 群 Gs 及 其 子 群 G6，， 对 应 的 几何 学 分 别 是 
4 和 B， 由 于 GsCG。， 则 对 于 Gs 不 变 的 性 质 对 于 G URTE, Hr 
以 4 中 的 定理 一 定 是 В 中 的 定理 , 反 过 来 , 有 中 的 定理 未 必 是 4 中 
的 定理 . Kik, ЛИ B 叫做 几何 学 4 的 子 几何 BCA), EAT 
几何 B 比 原 几 何 4 有 更 丰富 的 内 容 《 内 育 与 外 延 的 关系 ) . 

3. 几 个 重要 的 几何 学 | 

根据 几何 学 的 群 论 原则 ， 可 得 以 下 三 种 重要 几何 学 ， 

关于 射影 群 玉 下 图 形 的 不 变性 与 不 变量 〈 如 同 素性 ， 接 合 性 ， 
交 比 等 ) 的 研究 构成 射影 儿 何 学 . 

关于 仿 射 群 4 下 图 形 的 不 变性 与 不 变量 〈 如 同 素性 ， 接 合 性 ， 
平行 性 ， 简 比 等 ) 的 研究 构成 仿 射 几 何 学 . 

关于 运动 群 M 下 图 形 的 不 变性 与 不 变量 〈 如 同 素性 ， 接 合 性 ， 
平行 性 ， 垂 直 性 ， 距 离 等 ) 的 研究 构成 度量 几何 学 或 欧 氏 几何 学 . 

欧 氏 几何 学 为 仿 射 几何 学 的 子 儿 何 , 仿 射 几何 学 为 射影 几何 学 
的 子 几 何 .因此 ， 欧 氏 几 何 中 可 以 讨论 仿 射 几何 和 射影 几何 的 对 象 ， 
仿 射 几 何 中 可 以 讨论 射影 几何 的 对 象 ， 而 射影 几何 中 不 能 讨论 仿 射 
与 欧 氏 的 对 象 ， 仿 射 儿 何 中 也 不 能 讨论 欧 氏 的 对 象 . 

即 就 讨论 的 内 容 而 言 ， 有 如 下 关系 : 

射影 几何 己 仿 射 几何 己 欧 氏 几 何 . 
为 了 更 清楚 地 说 明 三 种 重要 几何 学 的 关系 ， 可 列表 如 下 : 


射影 几何 仿 射 几何 
pra +C2y +a 
y'= Pix + 85у + Во 
Ql @›) 


A д 


对 应 变换 群 


, 3 x'= xcos0— ysin +h 
PXi'= È ajx; 
РА 


y'= хѕіпб + ycosg +k 


cos@ -sin =1 
sin@ cos0| — 


+0 


@= 123)ayl #0 


习题 五 


І. 在 直线 上 取 第 氏 坐 标 是 2，0，3 的 点 为 射影 坐标 系 的 4， 
4;，，E， 求 此 直线 上 任意 点 P 的 笛 氏 坐标 x 与 射影 坐标 4 之 间 的 关 
系 . f 

2. 在 二 维 射影 坐标 系 {41, 42 ,43; EY F, RAE, AE, АЗЕ 的 
方程 和 坐标 . 

3. 在 二 维 射影 坐标 系 {41, 42, 43; E} P, 分 别 写 出 过 点 4，42 
和 43 的 直线 方程 . ú 

4. 在 平面 上 取 稍 氏 坐 标 系 下 的 三 直线 x-y=0, х+у-1=0, x-2=0 
为 射影 坐标 系 {41, 4 ,43;E} 中 坐标 三 角形 的 边 424 ，4341, А4 
并 取 点 (3/2, 1⁄2) 为 单位 点 E, 求 此 平面 上 任意 点 P KERER 
у DIREBBE. хо, DLRA. 

5. 已 知 坐标 变换 为 

PX1'= -хр + x2 + x3, 

Dx2'= X] хә + x3, 

ЁХз'= X] + Ху — X3. 
求 射影 坐标 系 {41, А), As; E) 中 坐标 三 角形 的 三 边 在 射影 坐标 系 
{41', 42', Аз'; EE 中 的 方程 . 

6. 求 射影 变换 ， 使 点 Pi (1, 0, 1), Р, (0, 1, 1), P; (1, 1, 
1) 和 P (0, 0, 1) Æ) Ar А), АЖЕ. 
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7. 求 射影 变换 . 


æ= x] 十 X2 
ху'= х) 


Arx3 一 хз 
的 二 重 元 素 . 
8. 求 射影 变换 
Px1'= 4x1 —x2 
PX2'= бху 一 372 
| PX3'=X1 ~X2 —X3 
的 二 重 元 素 . 


9. RE: 欧 氏 平面 上 一 切 平移 变换 的 集合 构成 变换 群 . 
10. RKE: 欧 氏 平面 上 一 切 绕 坐 标 原点 的 旋转 变换 的 集合 构成 


变换 群 


几何 的 内 容 ? 


11. 讨论 矢量 的 哪些 概念 是 欧 氏 几何 的 内 容 ? 哪些 概念 是 仿 射 


12. 讨论 下 列 概念 、 图 形 或 性 质 是 哪 种 几何 (最 大 的 ) 的 讨论 


对 象 ? 

(1) 线段 长 度 (2) 两 直线 的 交角 
(4) 三 角形 的 重心 (5) 完全 四 点 形 
(7) 三 角形 的 面积 (8) 共 点 线 或 共 线 点 
(10) 平行 四 边 形 的 对 角 线 互相 平分 


(12) 点 列 与 线束 (13) 平行 线段 的 比 


(3) 梯形 

(6) 调和 点 列 
(9) 垂直 

(11) 面积 相等 
(14) 绕 点 的 旋转 . 
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第 六 章 ” 射 影 理 论 在 二 次 曲线 中 的 应 用 


前 面 已 经 给 出 了 射影 坐标 与 射影 变换 的 概念 ， 在 本 章 利用 射影 
几何 的 理论 来 研究 二 次 曲线 的 性 质 即 射影 性 质 .主要 内 容 有 二 次 曲 
线 的 射影 定义 ， 帕 斯 卡 ( Pascal ) 定 理 ， 二 次 曲线 的 配 极 理论 及 射影 
分 类 等 ， 

本 章 的 知识 结构 为 


_ O [ERX] (ива, 
sanane ol eaa Сина! 


帕斯卡 定理 
之 重要 定理 > | жирит | > n, 


二 二 次 曲线 的 配 极 理论 -SEa BERR, 
=> 二 次 曲线 的 射影 分 类 . 


定义 6.1 满足 方程 


3 
2 аухху = (а; = aji) 
J= 


的 全 体 点 Gos xa xs) 的 轨迹 叫做 二 阶 曲 线 . 当 系 数 行列 式 |ay|z0 时 


称 为 非 退 化 的 二 阶 曲线 ， 和 否则 称 为 退化 的 二 阶 曲线 . 
定义 61 ”满足 方程 
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3 
a a'y uu; = Wa =a у) 


的 全 体 直 线 ns u из) 的 轨迹 叫做 二 级 曲线 . 当 |a'y|z 0 时 称 为 非 


退化 的 二 级 曲线 ， 否 则 称 为 退化 的 二 级 曲线 . 

二 阶 曲 线 与 二 级 曲线 统称 为 二 次 曲线 . 

定理 6.1 两 个 不 共 心 的 射影 线束 的 对 应 线 交点 的 全 体 连 同 这 
两 个 中 心 构成 一 条 二 阶 曲 线 . 

定理 61 ”两 个 不 共 底 的 射影 点 列 的 对 应 点 连 线 的 全 体 连同 
这 两 个 底线 构成 一 条 二 级 曲线 . 

以 上 两 个 对 偶 定理 只 需 证 明 其 中 一 个 (如 定理 6.1): 

证 明 在 平面 笛 氏 〔〈 或 射影 ) 坐标 系 中 ， 设 两 个 线束 方程 为 

А+АВ = 0, A'+4' B'= 0 
ЖР А, B. A' 、B' 表示 关于 xo х, aH RARR, WM 
一 QIMCITQ2X2+G3xX3，“ 
由 于 两 个 线束 是 射影 对 应 的 ， 则 
qAA'+bA + cA'+d = 0(ad — bc = 0). 
#2 = – А/В, = -4 及 代 入 上 式 得 
aAA'+dBB'-bAB'—cA' B = 0. 

因为 4、B、A' 、B' 表示 关于 xo хо, BRRR, MUER 
表示 关于 xo хо, B 的 二 次 齐 次 方程 ， 且 4=0、B=0 的 交点 和 A' 
=0. B' =0 的 交点 都 满足 此 方程 . 由 定义 In 可 得 此 方程 表示 一 条 二 
阶 曲线 且 两 个 线束 的 中 心 也 在 曲线 上 . 

构成 二 阶 曲 线 的 两 个 线束 的 中 心 并 无 特殊 性 ， 与 曲线 上 其 它 点 
的 地 位 是 平等 的 ， 由 下 面 定理 来 说 明 : 

定理 6.2 设 两 线束 (如 图 6.1) 

оѓр}хо'{р}, 
对 应 线 的 交点 P (连同 两 中 心 O 与 0' ) 的 轨迹 是 一 条 二 阶 曲 线 T， 
定点 4、BET ， 任 意 动 点 MET， 则 4 ABÍIM). 
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定理 6.2′ 设 一 条 二 级 曲线 是 由 两 射影 点 列 中 对 应 点 的 连 线 构 
成 的 ， 二 级 曲线 上 的 定 直线 为 a，b， 任 意 动 直线 为 m， 则 两 点 列 
a í m }лЬ { т }. 

我 们 只 证 明定 理 6.2. 

证 了 明 设 OPX4M=K，BMXO' Р=К', O' АХВМ=А', ОВ 
ХАМ=В', О' AX OB=S. 则 

О (ABPM) ^ О’ (ABPM), 
所 以 

(АВ' КМ) A (А' ВК' М), 
又 因为 公共 点 自 对 应 ， 故 有 

(АВ'КМ) A (A' ВК'М) . 


因此 
K, K', SHR. 
Вр 
A{M ўор {k ўхо'р{к'ўхвім }, 
从 而 


A{M |лв{м |. 
推论 1 平面 内 无 三 点 共 线 的 五 点 唯一 决定 一 条 二 阶 曲线 . 
证 明 ” 设 已 知 五 点 0，O' ,4，B，C (无 三 点 共 线 ) .以 其 中 任 
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意 两 点 如 O，O "为 中 心 ， 即 得 连 线 O (А, B, C) 与 O (A, B, 
C)， 由 一 维 射影 几何 基本 定理 (定理 4.11) 这 三 对 对 应 直线 唯一 决 
定 一 个 射影 对 应 ， 从 而 这 五 点 唯一 决定 一 条 二 阶 曲线 〈 定 理 6.1), 
且 这 条 二 阶 曲线 不 因 哪 两 点 取 为 线束 中 心 而 改变 〈 定 理 6.2) . 

推论 2 二 阶 曲线 上 任意 一 点 与 四 定点 连 线 所 得 线束 的 交 比 为 
常数 . 

证 明 设 二 阶 曲线 上 四 定点 为 4，B，C，D， 第 五 点 的 任意 两 
个 位 置 是 O、O'. 取 O、O' 为 两 个 射影 线束 的 中 心 产生 此 二 阶 曲线 ， 
则 

O СА, B, С, D) л O! (A, B, C, D), 
从 而 
О (AB, CD) = O' (AB, CD). 

即 四 连 线 的 交 比 不 因 第 五 点 的 位 置 而 改变 ， 故 为 常数 . 


二 、 射 影 定 义 


定义 6.2 在 射影 平面 上 ， 两 个 射影 线束 中 对 应 线 交 点 的 集合 
叫做 二 阶 曲线 . 当 两 个 射影 线束 成 透视 对 应 时 称 为 退化 的 二 阶 曲 
线 ， 否 则 称 为 非 退 化 的 二 阶 曲线 . 

退化 的 二 阶 曲 线 变 为 两 条 直线 , 即 对 应 线 交 点 的 连 线 (透视 轴 ) 
与 两 个 中 心 的 连 线 (如 图 6.2). 


图 6.2 
定义 6.2′ 在 射影 平面 上 ， 两 个 射影 点 列 中 对 应 点 连 线 的 集合 
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叫做 二 级 曲线 . 当 两 个 射影 点 列 成 透视 对 应 时 称 为 退化 的 二 级 曲 
线 ， 否 则 称 为 非 退 化 的 二 级 曲线 . | 

退化 的 二 级 曲线 变 为 两 个 点 ， 即 对 应 点 连 线 的 交点 〈 透 视 心 ) 
与 两 个 底 的 交点 (如 图 6.3). 


图 6.3 


学 习 了 8 6.3 的 配 极 理论 就 可 以 证 明 下 面 的 结论 : 
定理 63 非 退 化 二 阶 曲线 的 切线 的 集合 是 非 退 化 的 二 级 曲线 . 
定理 6.3′ 非 退化 二 级 曲线 的 切 点 的 集合 是 非 退 化 的 二 阶 曲 线 . 


S62 ”帕斯卡 ( Pascal ) 定 理 


一 、 定 理 


定理 6.4〈 帕 斯 卡 定理 ) ”内 接 于 一 条 非 退 化 二 阶 曲 线 的 六 角 
形 ， 其 三 双 对 边 的 交点 共 线 〈 帕 斯 卡 线 ) . | 

定理 6.4' ( 布 利安 双 定理 ) ”外 切 于 一 条 非 退 化 二 级 曲线 的 六 
边 形 ， 其 三 双 对 顶 的 连 线 共 点 〔 布 利安 双 点 》. 

ШЕВА (定理 6.4) 如 图 6.4，1，2，3，4，5，6 是 内 接 于 非 退 
化 二 阶 曲线 工 的 六 角形 的 顶点 ， 则 三 双 对 边 的 交点 为 

P=12X45, 0=23 х 56, R=34X 61. 
由 二 阶 曲线 的 射影 定义 ， 以 上 两 点 2，6 为 中 心 可 得 
2 (4351) Á 6 (4351), 
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2 (4351) ^ 45 (43'5P), 6 (4351) л 34 (435' R), 
(3'=23X45, 5'=34X56) 
所 以 
(43! SP) ^ (435'R) 
由 于 此 射影 对 应 中 ， 公 共 点 4 自 对 应 ， 从 而 
(43'5Р) A (435'R) 
即 对 应 点 的 连 线 33. 55'. PRIA. ШР. Q (33! X55'), R 3k 
线 . 
因为 以 上 每 一 步 都 可 逆 推 上 去 ， 所 以 定理 6.4 的 逆 定 理 成 立 . 由 
对 偶 原 理 ， 定 理 6.4' 及 其 道 定理 也 成 立 . 


二 、 定 理 的 特殊 情形 


1. 当 工 为 退化 的 二 阶 曲 线 
《 即 两 条 直线 ), 则 帕斯卡 定理 
变 为 巴 卜 斯 定理 (如 图 6.5) . 

2. 当 工 为 非 退 化 的 二 阶 曲 
线 ， 但 六 角形 特殊 为 五 角形 ， 
则 得 :内 接 于 一 条 非 退 化 二 阶 
曲线 的 五 角形 ， 其 一 边 与 对 顶 


切线 的 交点 和 另 两 双 对 边 的 交点 共 线 〈 如 图 6.6) . 
Q 


3.34 为 非 退 化 的 二 阶 曲线 ， 但 六 角形 特殊 为 三 角形 ， 则 得 : 
内 接 于 一 条 非 退 化 二 阶 曲线 的 三 角形 ， 其 三 边 分 别 与 对 顶 切线 的 交 
点 共 线 〈 如 图 6.7) . 


以 上 是 帕斯卡 定理 的 特殊 情形 ， 布 利安 双 定理 的 特殊 情形 请 读 
者 用 对 偶 的 方法 自己 写 出 来 . 

例 6.1 已 知 二 阶 曲线 上 (无 三 点 共 线 ) 的 五 点 ， 如 何 作出 其 
它 的 点 ? 
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Ж 设 五 点 1，2，3，4，5 在 二 阶 曲 线 工 上 《如 图 6.8)， 且 12 
X45=P. 过 点 己任 作 一 直线 /，23XFO，34X=R，SOX1R=6， 由 
帕斯卡 定理 的 道 定理 知 ， 点 6 在 FT 上 ， 同 理 可 作 其 它 的 点 . 


$63 二 次 曲线 的 配 极 理论 


设 二 次 曲线 为 T: È арм =б(ау =aj)，|oy|*0. 即 为 非 
i, j= 
退化 的 二 阶 曲线 ， 对 于 二 级 曲线 对 偶 可 得 ， 其 结果 完全 一 致 
一 、 极 点 与 极 线 


1. 概 念 : 
定义 6.3 ”过 外 取 一 点 y, 作 直 线 交 TT 于 Pi Po #88 P P, 
上 存在 一 点 z 使 Qz, PiP) = -1， 则 称 y, zT ЗЕ ОШ 6.9) . 
定理 6.5 不 在 TT 上 的 两 点 y、z 关于 工 共 辆 的 条 件 是 
3 


> ау:2; =0. 
i,j=1 
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证 明 ”两 点 六 z 连 线 上 的 任意 一 点 为 站 4z， 若 此 点 在 FT 上 ， 
则 


3 
5 аут +00 +3:у)=0, 
i, j= 
Bp 
2 3 3 3 
А > ayzizj +24 У ayyiz;+ У ayyiy;=0. 
i j=l i, j=l i j=l 
这 是 4 的 一 元 二 次 方程 ， 其 根 为 由 、22 MJ y. z 连 线 与 工 的 交点 
为 
Р, (у+ 42), Р» (y+ 452) 
于 是 


(ут, Р\Р„) = 
两 点 y、z ATTIRE Oz РР) = -1 或 + 和 =0. 由 
二 次 方程 根 与 系数 的 关系 ，y、z XTT AAKRE 
$ ayyizj; =0. 
i,j=1 
定理 6.6 Ay ATT А Е RAR, KA y 
关于 的 极 线 ， 点 y 称 为 这 条 直线 关于 T 的 极点 . 
证 明 Ay KRETE Oo yo уз), y ЕГ KJA z 
的 坐标 是 变数 (ху, хо, хз), H Th6.5 #1 


(anyrranyztajúiy,)xirt (Cay1ta22y2 
+аэзуз)хә+ (a31y1ta32y2+a33y3)X3=0, 


а ар agy% 
(у y2 уз} а ax аз \ х0 |=0. 
азр ay, азз ЛХ3 


мухт+изхә+изхз=0 


即 
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. 此 方程 表示 一 直线 ， 即 у 的 极 线 . 
由 此 可 知 ， 直 线 (ш, ш, w) 的 极点 (х, хо, x) НОЛЕ 
арх + G12X2 十 01373 = PUI 
a21X1 十 Q22X2 + 923X3 = ри) 
G31X1 + 932X%2 + 433X3 = риз 
2. 性 质 : 
定理 6.7〈 配 极 原则 ) ”车 点 yy 的 极 线 过 点 z， 则 点 z 的 极 线 过 
Ä y. 
证 明 车 点 yy 的 极 线 过 点 z， 则 点 z 是 点 y ARAZ, Bh 
PA y JE 2 的 共 轿 点 之 一 ， 所 以 点 z 的 极 线 过 点 y. 
推论 1 FATA y 的 极 线 上 移动 ， 则 点 z 的 极 线 绕 点 y 转 
动 . 
定理 6.8 ”车 点 y 在 自身 的 极 线 上 ， 则 称 点 y ATHARI A. 
一 点 y 为 自 共 思 点 的 充 要 条 件 是 y AET E. 


证 阴 点 y 关 于 TT: Ў ayxixj = 0 的 极 线 为 š аууџху =0. 
i, j= [Р 
у АЯ, W È ayyiyj =0， 即 ?点 在 上 . 
i, j=1 


у рг Е, MI È аруу =0， 所 以 y 在 自身 的 极 线 上 ， 
ij= 


Ауд АЗЕ. 
定理 6.9 车 y 点 在 TT 上 , 则 点 关于 工 的 极 线 就 是 在 点 处 
的 切线 . 


证 明 因为 》 点 在 F 上 ， 所 以 S аууу =0. 设 点 关于 工 的 
j=l 
REAR È аргу =0 Fyz ERST 的 交点 为 Ру А О, 
i, j= 
P; (yr 4552), НА. 2. 218 


NH 


3 3 3 
А2 У 42:2; +24 У а; уі2 р + > ayyiy; = 0 
у= i,j=1 i,j=1 
即 
2 3 
А > G; Z;Z j; +24-0+0=0 
i, j=l 


ПО, АП А=Л›=0, BI Рү=Р›=у. A у ATT RRE r E 
у 点 处 的 切线 . 


推论 2 PAYED: È арх =0 上 , ЙГ ЛЕ у 点 处 的 切线 方 
i,j=1 
程 为 之 ayyixj; =0. 
i,j=l 


推论 3 IT 上 的 一 点 与 工 在 ”点 处 切线 上 的 任意 点 是 共 辆 的 . 
例 6.2 已 知 二 次 曲线 工 的 方程 为 
2х? +4ху+6х+1= 0, 
求 点 P(L2) 关 于 工 的 极 线 ，x 轴 关 于 工 的 极点 . 
B 工 的 齐 次 方程 为 


2х\? +4xix2 +6хүхз +х3? = 0, 


- 2 2 3 X1 
即 (х X2 X3 2 0 0 X2 =0._ 
3 0 1 X3 


所 以 点 PLI，2，1D 关 于 工 的 极 线 为 


2 2 3 Xi 
(202 о oļfx,]=0. 
3 0 1 X3 


Bp 9х\ +2x> 十 4x3 =0. 
ixa: (0, 1, 0) 关于 工 的 极点 为 (x1，x2，x3)， 则 
2х1 +2x2 +3x3 = 0 
2х1 +0х, + 0х3 =p» 
3x1 +0-x3 +х3 =0 
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解 得 xi : x2 : x3=2 :7 :-6， 即 x 轴 关 于 工 的 极点 为 (2，7，-6) . 

3. 作 法 : 

I .已 知 极点 P， 求 作 P 关 于 TT 的 极 线 . 

DE PET: 

作法 ”点 P 了 关于 的 极 线 就 是 TT 在 P 点 处 的 切线 . 

证 阴 由 定理 6.9 即 得 . 

@# P€ ET : 

作法 ”如 图 6.9, W p 任 作 二 直线 
交工 于 4、B、C、D， 这 四 点 两 两 相连 
得 О-Арх BC, R=AC> BD, ЕВ OR 
为 点 尸 关于 工 的 极 线 . 

证 明 由 完全 四 点 形 4BCD 的 调和 
RH R (CD, РО) = -1. 设 E=ABX 
QR, R=ACX BD, Wj САВ, РЕ) = (CD, 
РЕ) = -}， 所 以 E、F 为 点 P 关 于 T 的 共 轿 点 ， 即 QR 二 EF 为 点 P 
关于 工 的 极 线 . 

同 理 可 证 : POXA RRR, РЕ 为 点 Q 的 极 线 .把 和 POR 称 
为 工 的 自 极 三 角形 . 

下 .已 知 极 线 ， 求 作 极点 . 

Q@ 若 直线 1 与 相交 于 A. B: 4 

作法 A BETHI РА. PB, Ж 
点 了 就 是 1 的 极点 《如 图 6.10) . 

证 明 因为 4、B 在 Tr 上 , MA BE B 
极 线 就 是 切线 РА. РВ. 由 于 4、B 的 极 线 都 
ЧОР, 根据 配 极 原则 ，P 的 极 线 过 4、B， 

此 1 为 P 的 极 线 ， 即 P 就 是 1 的 极点 . 图 6.10 

OFER Уг ЖАҢ: 

作法 ШЕ 6.11, ХЕТ ЕАР, О, ФЕР, ОТГ 
р. 4, Wp E q 的 交点 工 就 是 直线 /的 极点 ，. 


6.9 
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证 明 AA P RER р L, 
O 的 极 线 9 也 过 点 L, BL) L 的 极 — 
线 过 两 点 P,( 由 配 极 原则 ), 因此 P. ~ 
Q 的 连 线 就 是 L 的 极 线 ， 即 ! 的 基 N % 
FA L. 
二 、 配 极 变换 "О швп 

由 前 面 的 讨论 可 知 ， 对 常态 〈 非 退化 ) 二 次 曲线 下 


3 
‚2: ix; = (а; =a) > |oz|=0. 
|J=. 


极点 x(x1，x2，x3) 的 极 线 uluss 10, wA 
Ри = ауүүхү + й|)Х2 + A13X3 
биту = ауүху +аууху + G23X3 (aj = a jj ),|a;| * 0. 
Риз = QA31X1 + 432X2 十 033X3 


Вр 


3 
J= 


因为 |ay|z0， 所 以 极 线 xx，z，z) 的 极点 Xx1，x2，x3) 为 
Axi = Аүүйү + Ayo + A31U3 
Axa = Ари + 42212 + A3243 НА, = А44] z 0. 
Ax3 = Азир + 49302) + Аззиз 

Вр 


3 
(2) Ах; = У А Ху = 0G = 1,2,3). 
Jal 


因此 , 平面 内 极点 与 极 线 之 间 构 成 一 一 对 应 ， 称 为 配 极 对 应 或 
配 极 变 换 ， 其 变换 式 为 (1)、(2) . 

根据 配 极 变 换 可 证 明 前 面 § 6.3 提出 的 二 阶 曲 线 与 二 极 曲 线 的 
关系 : 


定理 6.3” 非 退化 二 阶 曲 线 的 切线 的 集合 是 非 退 化 的 二 级 曲线 . 
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ШЕРА ” 设 非 退 化 一 次 曲线 工 的 点 方程 〈 即 二 阶 曲线 ) 为 


3 
2 аухіх) = (ау =а;)› |а, | +0. 
„у= 


车 点 x(x1，x2，x3)ET， 则 其 极 线 为 工 在 这 点 处 的 切线 ， 从 而 
Риу = ар + 412X2 + G13X3, 
PU2 =Q2171 + 022X2 +аззхз, 
Риз 二 031X1 + 432X2 + Q33X3, 
且 
MUIXI +tu2X2 + u3X3 = 0. 
以 上 四 式 可 看 作 关 于 x,x2,x3,P 的 齐 次 线性 方程 组 , 且 有 不 全 为 0 
的 解 ， 所 以 可 消去 x1,x,x3,p 得 工 在 这 点 处 的 切线 и(иі» иә, из) 
应 满足 : 
а ау ару u 
а а)) аз и) =0. 
431 азу 833 из 
и и) из 0 


展开 即 得 二 次 曲线 工 的 线 方 程 为 
3 
2 4уши, = 004; = Aji) |40. 
„у= 


此 方程 表示 非 退 化 的 二 级 曲线 . 
同 理 可 证 定理 6.3′， 即 由 二 次 曲线 工 的 线 方程 ， 可 得 其 点 方 
程 为 
Ар А42 Аз xi 
Ar An Аз х2 -0 
Азр A32 Азз х3 
х хә X3 0 


3 
展开 即 得 È аухуху =0. 
i,j=1 


例 6.3 已 知 二 次 曲线 工 的 点 方程 为 
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X1X3 -х›? = 0, 
求 工 的 线 方程 ， 再 由 求 出 的 线 方 程 推出 其 点 方程 . 
解 工 点 方程 的 系数 行列 式 为 


0 0 1⁄2 
0 -1 0|=1/4z0, 
1⁄2 0 0 
所 以 工 的 线 方程 为 | 
0 0 12 ul 
0 -1 0 и? _ 
1/2 0 0 s| 
ир иу Hy 0 
即 
4urus 一 и? = 0. 
工 线 方程 的 系数 行列 式 为 
0 0 2 
0 -1 0|=4=0, 
2 0 0 
所 以 的 点 方程 为 
0 0 2 xi 
0 -1 0 
X2 =0, 
2 0 0 x 
xl ху) хз 0 
Вр XI1X3 一 ху? = 0. 


、 配 极 变换 关于 圆 的 定理 


圆 作为 重要 的 特殊 二 次 曲线 , 是 初等 几何 中 常见 的 图 形 .下 面 讨 
论 配 极 变换 关于 圆 的 几 个 重要 结论 , 并 给 出 其 在 初等 几何 中 的 应 用 . 
定理 6.10 圆心 关于 圆 的 极 线 为 无 穷 远 直线 ， 直 径 关 于 图 的 极 
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点 为 无 穷 远 点 . | 
WA ЖН (х - a)? + (у – Б)2 = r2 ， 齐 次 方程 为 


x1? + x22 — 2ахухз — 25хуху + (а? + b? -—г?ухз? = 0. 


1 0 -а Xl 
(x хо ох} 0 1 -b ху |=0. 
-a -b а? +b? -r? хз 


所 以 圆心 a Б, D 的 极 线 方程 为 


1 0 一 Q xi 
(а b [ 1 -Ь [+ 
-a -b a2+b2- 2 хз 
即 为 无 穷 远 直线 x = 0. 

因为 无 穷 远 直 线 的 极点 〈 圆 心 ) 在 直径 上 ， 所 以 直径 的 极点 在 
无 穷 远 直线 上 《〈 配 极 原则 )， 即 直径 关于 圆 的 极点 为 无 穷 远 点 . 

定理 6.11 圆 内 接 四 边 形 的 三 双 对 边 之 交点 构成 关于 图 的 自 极 
三 角形 . 

证 明 如 图 6.12， 由 完全 四 点 形 
ABCD 的 调和 性 质 ,很 快 可 得 PO 为 RR 
К, PRA OKRE ORA P 的 
极 线 ， 即 APOR 为 圆 的 自 极 三 角形 . 

定理 612 ”任意 一 点 关于 圆 的 极 
线 垂直 于 该 点 与 圆心 的 连 线 . 

证 明 O) 若 一 点 P 在 圆周 上 ， 
则 点 关于 圆 的 极 线 为 圆 在 Р 点 处 的 
切线 ， 于 是 此 切线 垂直 于 P 与 圆心 的 图 6.12 
连 线 〈 半 径 ) . 

(2) 若 P 为 圆 外 一 点 ， 则 点 Р 关于 圆 的 极 线 为 过 点 的 两 条 切 
线 切 点 的 连 线 ， 于 是 此 连 线 垂直 于 已 与 圆心 的 连 线 〈 如 图 6.13) . 


即 
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图 6.13 


图 6.14 


(3) 车 PP 为 图 内 一 点 ， 则 以 圆心 O 为 坐标 原点 ， 连 线 OP 为 
х 轴 的 平面 直角 坐标 系 中 ， 设 P 的 坐标 为 《a，0)， 圆 的 方程 为 
x2 +у? = r2 ,于 是 点 P 关 于 圆 的 极 线 p 的 方程 为 x = r2/a. 显然， 
疡 与 x 轴 垂直 ， 从 而 忆 的 极 线 垂 直 于 忆 与 圆心 的 连 线 〈 如 图 6.14) . 
例 6.4 如 图 6.15, 从 OO 的 直 p 
径 АВ 的 延长 线 上 一 点 E, ЭПА 
切线 切 辆 于 D， 交 以 4 为 切 点 的 切 
F F, {Е DC АВ, WE: ЕВ Ж 
DC 于 M， 求 证 DM=MC. 4 5 F 
ШВ ”因为 EF 是 ©O 的 切线 , 
所 以 E AWRAT D 点 ， 又 因为 


图 6.15 
DC 上 LEO， 由 定理 6.12 知 DC 为 E 
点 的 极 线 .从 而 (АВ, СЕ) =-1， 即 
AC_CB_FD 
AE BE FE` 
应 用 梅 氏 (Menelaus) 定理 于 ADCFE 和 截 线 ЕМВ 得 
DM СВ ЕЕ iPM, эрү = MC. 
MC BE FD MC 


例 6.5 仅 用 直 尺 过 圆 外 一 点 作 圆 的 两 条 切线 . 

作法 ”如 图 6.16, 已 知 一 贺 及 外 一 点 P， 过 点 己任 作 两 直线 交 
ЯТ 4. B. C. DUK, t OQ=4CXBD，R=4DXBC， 连 接 О. R 
ЖАТ Т. Т», PTA PZT 就 是 所 求 的 切线 . 
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证 明 由 定理 6.11 知 ， 圆 内 接 四 边 
Ж ABCD 中 , APOR 为 圆 的 自 极 三 角形 ， 
从 而 P 点 关于 圆 的 极 线 为 ОК, 而 QR 过 
Туу To 于 是 Т,. Т ТИКИ Р 
点 ， 所 以 PT 和 PT 为 To NATAM 
极 线 ， 亦 为 圆 的 过 己 点 的 两 条 切线 . 


564 二 次 曲线 的 射影 分 类 


一 、 奇 异 点 
1. 定 义 6.4 设 二 次 曲线 T (ССИ) 为 
3 
@ У суху = 0(a;; = aji) ‚ D =|oz|. 
i, j= 
EM х(х\› X2» xX3) 的 坐标 满足 


аху + a12X2 + A137X3 = 0, 
(2)1921X1 + a22X2 + a23x3 = 0, 
a31X1 十 032X2 + q33X3 = 0. 


则 称 点 x 为 工 的 奇异 点 ，D =|ay| 称 为 的 判别 式 . 


2， 性 质 | | 
І. D=|ay| 的 秩 : r(D)=3 WF, r 为 非 退 化 的 二 次 曲线 ，r(D) 


<2 8, Fr 为 退化 的 二 次 曲线 ; 
H. 二 次 曲线 工 的 奇异 点 一 定 在 Е; 
HI. 非 退 化 的 二 次 曲线 工 无 奇异 点 ， 即 有 奇异 点 的 工 一 定 是 退 
化 的 二 次 曲线 ; | 
V. ХШ Г я У ЕНШЕ Ж АГ Г ЭСЕ, {Н 
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T 的 奇异 点 无 极 线 . | 

证 明 1. KD)=3 FF 050, г 为 非 退 化 的 二 次 曲线 ，rD) 反 2 
时 D=0, Г 为 退化 的 二 次 曲线 ; 

工 .奇异 点 x(x1，x2，x3) 的 坐标 满足 方程 (2)， 则 满足 方程 (14)， 所 
以 二 次 曲线 工 的 奇异 点 一 定 在 T Е; 

Ш. 非 退化 的 二 次 曲线 ， 其 判别 式 D 关 0， 则 方程 (2) 无 非 0 
解 ， 所 以 非 退 化 的 二 次 曲线 工 无 奇异 点 ， 即 有 奇异 点 的 工 一 定 是 退 
化 的 二 次 曲线 ; 

IV. 奇异 点 x(x1，x2，x3) 的 坐标 满足 方程 (2)， 则 与 任意 点 的 坐 
标 都 满足 两 点 共 轿 的 条 件 (定理 6.5), 所 以 奇异 点 与 任意 点 都 共 较 . 
车 奇异 点 有 极 线 ， 则 其 坐标 为 《0，0，0)， 这 是 不 可 能 的 ， 所 以 奇 


二 、 分 类 方法 


1. 车 XD)=3， 则 方程 2) 无 非 0 解 ， 即 了 无 奇异 点 ， 平 面 上 任 
意 点 x MEEMI, u из): 


Puj = аүүхү + аүуху 十 013X3， 
PU2 = 421X41 十 022X2 十 023X3， 
йиз = 031X1 + a32X2 + 433Х3. 


在 平面 上 任 取 一 点 АёГ, А] 
一 定 有 极 线 а а ЕН АГ, 其 А, 
RRN аз, 则 а 8 EF 41( 配 极 原则 ). 
设 Аза Ха, M As 的 极 线 是 < 
a3=A142, 所 以 人 414243 为 的 自 极 三 ( N 
角形 .以 和 A414243 为 坐标 三 角形 建立 д А 
А (А, А, Аз: Ey (如 图 SE) 
6.17)， 来 讨论 工 的 方程 . 


由 定理 6.5, WA у. 2 Ж 图 6.17 
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2 


件 是 : 
3 
È ауу) 
i j=l 


= (ауу +4122 + 413У3)®\ 
+(ауәуу + Q22J2 + @23у3)72 


+ (a13 Y1 + a23y2 + 433у3)73 
= 0. 


因为 4、 Áz» A. Аз» As. АЗЕ, 所 以 qi2=ao=ai3=0;, г 
的 方程 变 为 (1) ax +ауух)? +аззхз^ =0 (Р=аџазазз50) . 
再 适当 地 选取 单位 点 五，F 的 方程 就 变 为 


Dx? +х›? -x3 = 0 (Ж =Й), 


@ 12 +r? +x =0( 虚 二 阶 曲线 ) . 
2. 若 KKD)=2， 则 方程 2 有 一 个 非 0 


E, 即 荆 有 一 个 奇异 点 y, My 没有 极 线 `o й 

Ву 5ER х MAH. а) 
如 图 6.18, RARA у (А1, ‘Е 

А» Аз: EE} 中 的 43， 将 其 坐标 《0，0， 4з 

1) 代入 方程 (2) 得 аз=а›з=азз=0. 取 不 在 图 6.18 


工 上 的 任意 点 为 A (0，1，0)， 则 4 
的 极 线 ga; 过 43. 在 上 任 取 一 点 为 4 (1, 0, 0), HFA 43698, 
所 以 an=0, 于 是 T 的 方程 变 为 


(H) ax? + a22X22 =0 Canan #0) . 
再 适当 地 选取 单位 点 E, Г 的 方程 就 变 为 
Әх? + х)? =0 (两 条 虚 直 线 )， 
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Dx? -x7 =0 (两 条 实 直线 ) - 


3. # rD)=1， 则 方程 (2) 三 个 式 子 等 价 ，F 有 一 条 直线 ， 其 上 
的 每 一 个 点 都 是 奇异 点 . 取 这 条 直线 为 坐标 系 {41，A42，43; EPA 
Ais 的 一 边 xi=0， 即 An Аз 为 奇异 点 ， 其 坐标 代入 方程 (2) 得 
Qa12=422=413= азз=азз=0. 于 是 工 的 方程 变 为 


CID ax? =0 (al 天 0) 。 
再 适当 地 选取 单位 点 互 ， 工 的 方程 就 变 为 
9х2 =0 〈 两 条 重合 直线 ) . 


总 结 以 上 内 容 并 由 对 偶 原 理 可 得 二 次 曲线 工 的 射影 分 类 如 下 : 


HEI, DY = 3121 +221 -хз) = 0( 实 )， 
非 量化 ， 7(D) = É + at + x3? = 00). 
二 阶 曲线 x1” 一 x2”= 0 (二 实 直线 ) 

D 2 1 2 ? 
ж, О?” s +х›? = 0 (二 虚 直 线 ). 


r(D)=1> х2 =0 (二 重合 直线 ). 


u? +и›)? +из? = 008). 

一 级 外线 u? -za22 = 0 (二 个 实 点 ) 
、 D)=21 1, “2 ^5 

退化 r(D) [a +u? = 0 (二 个 虚 点 ). 

r(D)=1> u? =0 (二 个 重合 点 ). 


2 2 2 nrg 
非 退 化 ， -站 +u2 us" = 0(), 
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例 6.6 在 射影 坐标 系 中 化 简 二 次 曲线 T 的 方程 : 


x +х)? +х3? 一 6xlx2 +2x|x3 +2хуХ3 = 0. 


并 指出 其 类 型 . 
解 工 的 判别 式 为 
1 -3 1 


-3 1 1 
1 1 1 


D= =-16 = 0, 


则 工 为 非 退 化 的 二 阶 曲 线 . 

在 平面 上 任 取 一 点 P (0, 1, 1) Er, 1—98 p: 
-хүїхә+х3=0, Æp EROA, 0, 1) ET, Ж д: ху-ху+хз=0, 
则 p 与 g 的 交点 为 RR O, 1, 0), ВТ ЛРОВ 为 工 的 自 极 三 角形 . 
以 APOR 为 坐标 三 角形 人 414243 建立 射影 坐标 系 {41，A,，43; E), 
将 对 应 点 坐标 代入 坐标 变换 式 


Өхү'= G11X1 + аууху + G13X3 
PxX2'= QG21X1 + G22X2 + az3x3,|ay|# 0. 
PX3'= a31X1 + 432X2 + 433X3 


可 求 得 坐标 变换 为 


OX1 = X2 十 X3 ' 
оху'= хү'+хз', 


0 1 1 


1 0 1lz#0. 
Ox3'= X| '+X2' 1 1 O 
将 此 式 代 入 工 的 原 方程 并 化 简 得 
хү'?+х›'?-х'? =0. 


所 以 了 为 实 二 阶 曲 线 . 
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三 、 二 次 曲线 的 三 种 分 类 方法 比较 

二 次 曲线 作为 几何 学 的 主要 研究 对 象 , 在 各 分 支 中 都 给 出 了 分 
类 方法 . 仿 射 几何 中 把 二 次 曲线 分 为 11 类 ， 射 影 几 何 中 把 二 次 曲 
线 分 为 5 类 ， 欧 氏 几 何 (解析 几何 ) 中 把 二 次 曲线 分 为 9 类 . 三 种 
分 类 方法 既 有 联系 : 都 是 通过 选择 适当 的 坐标 系 , 将 二 次 曲线 方程 
化 简 为 标准 形式 而 分 类 ; 又 有 区 别 : 仿 射 几何 中 补充 了 理想 元 素 ( 无 
穷 远 元 素 )， 射 影 几何 中 无 穷 远 元 素 与 普通 元 素 不 加 区 别 地 看 待 ， 
欧 氏 几何 中 没有 无 穷 远 元 素 . 在 仿 射 几何 与 射影 几何 中 ， 都 选择 了 
二 次 曲线 的 一 个 自 极 三 角形 作为 坐标 三 角形 , 而 这 种 坐标 三 角形 的 
特殊 情形 就 是 ， 欧 氏 几 何 中 的 笛 氏 坐标 系 . 因此 ， 二 次 曲线 在 欧 氏 
几何 中 的 分 类 是 仿 射 几 何 中 分 类 的 特例 , 而 在 射影 几何 中 的 分 类 又 
是 在 仿 射 几何 中 分 类 的 推广 . 下 面 给 出 三 种 分 类 方法 的 比较 . 

设 二 次 曲线 (二 阶 曲线 ) 为 


3 
RA ахх, = О(а„ = а„һ)„А = (aj) Аз = аа – а. 
1. А 的 秩 为 3 Н А3350 
(1) 在 仿 射 几 何 中 去 取 工 的 中 心 为 43 的 ， 过 此 中 心 的 两 条 共 


WARA 4341、A34;，， 适 当选 取 单 位 点 Б, ШЕКА), А5, 
Аз; BP, T 的 方程 可 表示 为 


Ox? +х)? -x3 =0 CMEA), 
x? +х)? +х32 =0 CEWE, 


x -x -x =0 ОЙЩ ). 


(2) 在 射影 几何 中 ， 由 于 无 穷 远 元 素 与 普通 元 素 不 加 区 别 ， 
因此 Tf 没有 中 心 ( 无 穷 远 直线 的 极点 ) 和 直径 无穷 远 点 的 极 线 ) 
概念 .这 时 Аз 点 可 取 为 不 在 上 的 任意 点 ; 在 Аз 的 极 线 上 取 不 在 
124 


上 的 任意 点 为 44， 则 А, 的 极 线 过 43; 再 把 А; 的 极 线 与 4 的 极 线 
交点 取 为 41, 则 人 41424; 为 工 的 自 极 三 角形 .以 Ad4i4243 为 坐标 三 角 
形 建 立 的 射影 坐标 系 {dt，42，43; 国 中 ， 由 于 无 穷 远 直线 无 特殊 
性 ， 则 工 的 方程 可 表示 为 


Ф’ +x -x32 =0《 实 二 阶 曲线 )， 


@' 2 +х,2 +232 =0【《 虚 二 阶 曲 线 ) . 


(3) 在 欧 氏 几何 中 ， 对 中 心 曲 线 T (433 关 0)， 取 中 心 为 As 
《相当 于 坐标 原点 ), Wr 的 两 条 主 直径 4341、 4A342 为 x 轴 和 yy 轴 ， 
Г 的 方程 可 表示 为 


@'' Түзүү =! MM), 
2 
@' 2+5=1 CERA), 


@'' х т] ( 双 曲 线 ) . 
a8 
2. А 的 秩 为 3 且 Ass=0 
(1) 在 仿 射 几何 中 ， 此 时 的 为 抛物 线 ， 其 中 心 为 无 穷 远 直 
线 与 工 的 切 点 , WA А; T 的 任意 直径 与 的 普通 交点 取 为 43; T 
在 As 处 的 切线 与 无 穷 远 直线 的 交点 取 为 41， 以 人 A41424; 为 坐标 三 
角形 建立 的 坐标 系 {41，A4，，A3; DP T 的 方程 可 表示 为 


D x, +2хх,=0 (抛物 线 ) . 


(2) 在 射影 几何 中 ， 由 于 无 穷 远 元 素 与 普通 元 素 不 加 区 别 ， 
因此 工 没有 中 心 概念 ， 于 是 这 种 情况 被 包含 在 DO 和 @@' 中 . 
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. (3) 在 欧 氏 几何 中 ， 可 选取 抛物 线 的 顶点 为 4 坐标 原点 ); 
在 顶点 处 的 切线 为 y 轴 ， THERAN хай 《此 时 的 坐标 系 不 含 
4i4z 边 )， 则 工 的 方程 可 表示 为 


@'' jy =2px (8) . 


3. 4 的 秩 为 2 ( 工 为 退化 二 次 曲线 ， 有 唯一 奇异 点 ) 


(1) 奇异 点 为 普通 点 : 

在 仿 射 几何 中 ， 取 T 的 唯一 奇异 点 为 A A2 BADET 上 的 
任意 点 ， 则 42 的 极 线 过 Аз; 在 4, 的 极 线 上 取 不 在 T 上 异 于 4; 的 
任意 点 为 Ap 以 和 41424; 为 坐标 三 角形 (43 相当 于 无 穷 远 直线 414 
的 极点 ， 即 为 中 心 ; Ads ~ A43 MAFIE) 建立 的 坐 
标 系 {Ldi，42，43; E} 中 , 械 的 方程 可 表示 为 


© x? -x =0 (一 对 相交 的 实 直线 )， 


© ох +х„'=0 (一 对 相交 的 虚 直 线 ) . 
在 射影 几何 中 ， 与 上 述 方法 一 样 ，T 的 方程 可 表示 为 
@' 2-х,2=0 (一 对 相交 的 实 直线 )， 


@' x? + x, =0 《一 对 相交 的 虚 直 线 ) . 


在 欧 氏 几何 中 , RT PCA Аз, 取 工 的 一 对 共 轿 直径 为 为 x 轴 和 
上》 轴 ， 则 工 的 方程 可 表示 为 


@ ж.р (一 对 相交 的 实 直线 )， 


@' 2.202. (一 对 相交 的 虚 直 线 ) . 


а? b? 
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(2) 奇异 点 为 无 穷 远 点 (无 穷 远 直 线 上 无 T 上 的 点 ); 

在 仿 射 几何 中 ， 取 无 穷 远 奇异 点 为 4;,， 取 不 在 TT 上 的 任意 点 
为 41， 在 41 的 极 线 上 取 异 于 A, 的 任意 点 为 43， 则 在 坐标 系 {41， 
Аз» Аз; BP, T 的 方程 可 表示 为 


@ x -x =0 《一 对 平行 的 实 直线 )， 


х + x? =0 《一 对 平行 的 虚 直 线 》 . 


在 射影 几何 中 ， 由 于 无 穷 远 元 素 与 普通 元 素 不 加 区 别 ， 因 此 这 
种 情况 包含 在 @@' #I@' rh. 
在 欧 氏 几何 中 ， 取 43 为 坐标 原点 ， 取 А34. А345 х А у 
轴 ， 则 此 时 的 笛 氏 坐标 系 中 ，F 的 方程 可 表示 为 
OW х? = 42 〈 一 对 平行 的 实 直线 )， 
@'' х? =-a° (一 对 平行 的 虚 直 线 ) . 
(3) 奇异 点 为 无 穷 远 点 〈 无 穷 远 直 线 上 有 T 上 的 点 ): 
在 仿 射 几何 中 ， 取 无 穷 远 奇异 点 为 Ar Er ERAF 42 的 无 
穷 远 点 为 41/， 在 IT 上 取 普 通 点 为 43， 则 在 坐标 系 {41，A，,，A3; EY 
H, T 的 方程 可 表示 为 


© xixs =0《〈 一 普通 直线 为 =0、 一 无 穷 远 直线 为 =0) . 


在 射影 几何 中 ,由 于 无 穷 远 元 素 与 普通 元 素 不 加 区 别 ， 因 此 这 
种 情况 仍 包含 在 人 @' 和 外 P. 

在 欧 氏 几何 中 ， 取 4; 为 坐标 原点 ， 取 А341. А34 0 х 轴 和 y 
轴 ， 则 此 时 的 笛 氏 坐标 系 中 ， 不 考虑 无 穷 远 直 线 ，F 的 方程 可 表示 
为 


©” x =0 (一 对 重合 于 轴 的 实 直 线 ) . 
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4. А 的 秩 为 1(T 为 退化 二 次 曲线 ， 有 无 数 多 奇异 点 在 一 条 


直线 上 ) 


(1) 奇异 点 所 在 直线 不 是 无 穷 远 直线 : 
在 仿 射 几何 中 ， 取 奇异 点 所 在 直线 为 434，， 取 该 直线 外 任意 
一 点 为 41， 则 在 坐标 系 {41，42，A3; 下 中 ， 工 的 方程 可 表示 为 


хг =0 《一 对 非 无 穷 远 直线 的 重合 直线 》. 
在 射影 几何 中 ， 与 上 述 方法 一 样 ,TT 的 方程 可 表示 为 
© х'=0 (一 对 任意 重合 直线 ) . 


在 欧 氏 几何 中 ， 这 种 情况 包含 在 四 中. 

(2) 奇异 点 所 在 直线 为 无 穷 远 直 线 : 

在 仿 射 几何 中 ， 取 奇异 点 直线 为 4,4;,， 取 该 直线 外 任意 一 点 
为 43， 则 在 坐标 系 {41，A4，，43; EP, Yr 的 方程 可 表示 为 


0 ”zx =0 《一 对 重合 于 无 穷 远 直线 的 直线 》. 


在 射影 几何 中 ,由 于 无 穷 远 直线 与 普通 直线 不 加 区 别 ， 因 此 这 
种 情况 仍 包含 在 @@' P. 
在 欧 氏 几何 中 , 由 于 不 考虑 无 穷 远 直 线 , 因此 不 存在 这 种 情况 . 


习题 六 


L 己 知 二 阶 曲 线 上 的 五 点 (0，2，1)，(0，-2，1)，(3，0， 
-1), 63, 0, 1), (343/2, ，1，1)， 求 此 二 阶 曲 线 的 方程 ， 并 化 为 
非 齐 次 方程 . 

2. 已 知 二 阶 曲线 是 两 个 射影 线束 

ху- kxs=0 与 x2-k'x3=0 (kk'-k+2 k'+1=0) 
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决定 的 ， 求 此 二 阶 曲 线 的 方程 ， 并 化 为 非 齐 次 方程 . 

з. 已 知 二 阶 曲线 的 五 个 点 〈 无 三 点 共 线 )， 利 用 帕斯卡 定理 求 
作 : 

(1) 二 阶 曲 线 上 其 它 的 点 . 

(2) 二 阶 曲线 在 这 五 点 之 一 处 的 切线 . 

4. Ж: 

a) 点 (1，-1，0) 关于 二 阶 曲 线 


3х\? +5х32 +х32 +7хуху +4хүхз +5хуху = 0; 


(2) АҢ (5, 1, 7) 关于 二 阶 曲线 

2х\? +3х)? +х32 一 6xlx2 —2X1X3 一 4x2x3 =0. 
5. 求 极点 : 
(1) 直线 (3，-1，6) 关于 二 阶 曲线 


х\? +х›? 一 2X1X2 +2х\хз —6х)ухз =0; 


(2) 直线 (1，-1，0) 关于 二 阶 曲线 
2х\? -х,2 -x3 +6xlx2 +2x1X3 +2хух3 = 0. 


6. 已 知 二 阶 曲 线 工 的 配 极 变换 表达 式 为 

puj = хр +2x> +3х3, 

риз = 2х +X2 一 23， 

Pus = 3x| 一 X2 + xs. 
求证 :三 点 4 (1, 0, 4), B (0, 7, 2), C (5, -41, -21) 关 

于 工 成 自 极 三 角形 . 
7. 求 以 xixy- x2=0 为 点 方程 的 二 次 曲线 的 线 方程 . 
8. 求 以 4шиз- и> =0 为 线 方程 的 二 次 曲线 的 点 方程 . 
9. 化 简 二 次 曲线 工 的 方程 : 
Xixa + X[X3 + x2X3 = 0. 


并 指出 其 名 称 和 奇异 点 . 
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综合 复习 题 


s 判 断 正 误 题 ; 


1. 高 等 几何 的 主要 内 容 是 射影 几何 学 .( ) 

2. 仿 射 是 透视 仿 射 链 .(  ) 

3. 两 回 透 视 仿 射 的 积 一 定 是 透视 仿 射 .( ) 

4. 车 三 点 的 简 比 САВС) = -1, MA C 是 线段 AB 的 中 点 .( 
5. 若 三 点 的 简 比 C4BC)>0, 则 点 C 是 线段 4B 的 外 分 点 .( 
6. 若 三 点 的 简 比 (4BC)<0, 则 点 C 是 线段 4B 的 内 分 点 .( ) 
7. 任意 二 线段 的 长 度 之 比 是 仿 射 不 变量 .( ) 
8 
9 


— МУ 


. 无 穷 远 直 线 的 方程 是 w=0. С ) 

. 无 穷 远 点 的 方程 是 x3=0. C ) 

10. 无 穷 远 直 线 的 坐标 是 (0, 0, 1). < ) 

11. 角 的 内 外 角 平 分 线 关 于 这 个 角 的 两 边 成 调和 线束 . (€  ) 

12. ЖЕ CAB, СВ) =0. С ) 

13. Ж (0, 11) =0. С ) 

14. ни =1 是 对 合 ， 且 (1-1, ии’) =-1 С ) 

15. ни! =-1 是 对 合 ， 且 (i-i, иш') =-1. ( ) 

16. 对 合 只 有 椭圆 型 和 抛物 型 两 种 . (<  ) 

17. 两 线束 成 透视 的 几何 特征 是 对 应 点 在 对 应 线 上 . ( ә 

18. ЖАА, А, Аз; EYP, 8 АЕ 的 方程 是 

xi-x3=0. ( ) 

19. 在 笛 氏 坐标 系 下 保持 两 点 7 Cl, i 0). J (1, -i 0) ЖЖ 
的 射影 变换 称 为 相似 变换 . (  ) 
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20. 射影 变换 群 是 8 ЩЩ. Ç > 
21. 非 退 化 二 阶 曲 线 所 有 切 点 的 轨迹 是 非 退化 二 级 曲线 . 


22. 有 奇异 点 的 二 阶 曲 线 一 定 是 非 退 化 二 阶 曲线 . C) 
23. 二 阶 曲线 的 奇异 点 一 定 在 二 阶 曲线 上 . (< > 

24. 非 退 化 二 阶 曲 线 只 有 两 种 ， 即 实 或 虚 二 阶 曲线 . C) 
25. 退化 二 级 曲线 只 有 两 种 ， 即 实 点 或 虚 点 . C ) 
选择 题 : 


1. 高 等 几何 的 主要 内 容 是 (。 ). 


A. 欧 氏 几何 学 В. 仿 射 几何 学 

C， 射 影 几何 学 D， 非 欧 几 何 学 

2. 简 比 是 基本 的 ( PER. 

A. 欧 氏 B. 仿 射 C. 射影 р. ØR 
3. 交 比 是 基本 的 ( PEE. 

А. ЖЕ В. 仿 射 C. 射影 р. ШК 


4. 两 个 等 面积 的 正方 形 经 仿 射 后 变 为 《 ). 

A. 两 个 等 面积 的 正方 形 了 B， 两 个 等 面积 的 矩形 
C. 两 个 等 面积 的 平行 四 边 形 D. 任意 两 图 形 

5. 两 回 透 视 仿 射 的 积 ( ) 透视 仿 射 . 


A. 一 定 是 B， 不 一 定 是 

C. 一 定 不 是 D. 以 上 都 不 对 

6. 若 三 点 的 简 比 (АВС) ( )， 则 点 C 是 线段 AB 的 中 点 . 
A. >0 B. <0 C. =0 . =-1 

7. 车 三 点 的 简 比 (АВС) ( ), MAC 是 线段 AB 的 内 分 点 . 
A. >0 B. <0 C. =0 . =-1 

8. 若 三 点 的 简 比 (АВС) ( ), MA C 是 线段 AB 的 外 分 点 . 
A. >0 B. <0 C. =0 D. =-1 


9. 圆 的 仿 射 图 形 是 ( ). 
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А. 椭圆 B. C. Ih р. 抛物 线 

10. 无 穷 远 直 线 的 方程 是 ( ә. 

A. хү=0 B. х›=0 C. хз=0 D. m=0 

п. 坐标 原点 的 方程 是 ( ). 

A. из=0 В. х;=0 С. х›=0 D. ху=0 

12. 通过 点 (1，i ，0) 的 实 直线 方程 是 ( ›. 

A. xs=0 B. w=0 С. 10=0 D. ш=0 

13. 直线 (1, i, 0) 上 实 点 的 方程 是 ( ). 

А. u=0 B. u=0 С. w=0 D. хз=0 

14. 设 交 比 CAB, CD) =-2, 则 САС, Вр) = ( >. 

A. -2 B. 3 C. -1⁄2 D. 2 

15. Ж (АВ, CA)=( ). 

А. 0 В. со С. 1 р. -1 

16. 对 合 ufu'=0 是 ( ) 型 的 . 

А. 椭圆 B， 抛 物 C. ХЮ D. RB 

17. 一 维 射影 变换 S 成 为 对 合 的 条 件 是 ( ). 

A. S=I (EFEK) В. Sz¥I 

C. S=I B S=] D. 5=1Ң 5=1 

18. 币 沙 格 定理 的 构 形 代号 是 ( ). 

A. Ë a) B. Ë ;] С. Ë ) р. Ë A 
3 10 3 9 2 6 3 4 

19. С ЖИМА (А, А, Аз; EP, ER 43E 的 方程 是 

) 

А. xi-x2=0 B. xi-x;3=0 

C. x2-x3=0 D. xit+x2=0 

20. 二 维 射影 变换 由 〔〈  〉 对 对 应 元 素 唯一 决定 . 

A. 1 B. 2 C. 3 D. 4 

21. 平面 内 的 虚 圆 点 是 指 C ә. 


. (1, 0, 0) 5 (0, 1, 0) 


A. 


. (1, 0, 0) 5 (0, 0, 1) 

. (1, i, 1) 与 J(1，- 1) 

. (L, i, 0) 5 (1, -i 0) 

. 仿 射 变换 群 是 ( ә ER. 

. 3 B. 4 C. 6 D. 8 
ХЕ С ) 和 群 . 

. 3 维 B. 6 维 C. 8 维 D. 有 限 
. 非 退 化 二 级 曲线 可 射影 分 类 为 〈《 ) 种 . 

. 2 B. 3 C. 4 D. 5 
25. 


退化 二 阶 曲线 可 射影 分 类 为 《 › 种 . 
2 B. 3 C. 4 D. 5 


填空 题 : 


1. 


л ++ Q М 


8. 
9. 


10. 
11. 
12. 


从 历史 文献 可 以 看 出 , 有 着 古老 文化 的 、 、 
等 国家 是 几何 学 的 重要 发 源 地 . 


. ЋЕЛИЈЕ ру ЛИ. 

. 基本 的 仿 射 不 变性 有 、 、 等 . 
. 基本 的 念 射 不 变量 有 、 、 等 . 
. 三 点 的 简 比 〈4BC-) = 


х? y? 
. 椭圆 2 =1 的 面积 = . 
a 


. 坐标 (1，1，-1) 表示 的 直线 方程 是 


坐标 原点 的 方程 是 

А (2, i, 1-Ю ЮЖ АЕ . 

一 线段 的 中 点 是 这 直线 上 的 调和 共 斩 点 . 
Ж (АВ, СС) = 

两 点 列 成 透视 的 几何 特征 是 
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13. Ë jj 的 构 形 代号 ，- 


14. ZENERA А4, А3; DBP, ARA 41 的 直线 方 
Ва 

15. 在 笛 氏 坐标 系 下 互 换 两 点 7 Gl, i, 0). J (1, - 0) 的 
射影 变换 称 为 . 

16. 运动 变换 群 是 _ 维 群 . 

17. 配 极 原 则 的 内 容 是 . 

18. 三 对 对 边 互 相 平行 的 六 边 形 一 定 于 一 条 二 次 曲 


19. 任意 点 关于 圆 的 极 线 与 sË. 
20. 自 极 三 角形 是 指 


四 、 计 算 题 : 


1. 求 使 点 (0，0)、(1，1)、(1，-1) 分 别 变 为 (2，3)、(2， 
5)、(3，-7) 的 仿 射 变换 . | 
2. 求 使 直线 
x=0,y=0,x+2y-l=0 


分 别 变 为 i 
х'+ у'= 0, х'- y'= 0,x'+2y'-1= 0 
的 仿 射 变换 . 
3. 求 下 列 各 直线 的 齐 次 方程 ， 并 求 各 直线 上 的 无 穷 远 点 的 坐 
标 : 
d) х=0, 
(2) у=0, 


(3) 3x+2y=0, 
(4) x+2y-1=0. 
4. 求 下 列 各 点 的 方程 : 


(1) (2, 4, -1), 
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(2) C-L, 1, -1), 

(3) x 轴 上 的 无 穷 远 点 ， 

(4) 直线 x- y = 0 上 的 无 穷 远 点 . 

5. 求 四 点 4 (2, 1, -1). BO, -1, 1), C (1, 0, 0)、D (1, 
5, -5) 的 交 比 (АВ, CD). 

6. R Po PORE x SHAH y 轴 上 的 无 穷 远 点 ，P; 是 斜率 为 1 
”的 方向 上 的 无 穷 远 点 ， 且 (PPa РР) =k, ЖР, 的 坐标 .… 

7. 已 知 对 合 的 二 重 元 素 为 2， 一 对 对 应 元 素 为 1 与 4， 求 对 合 
的 表达 式 . 

8. 在 直线 上 取 笛 氏 坐 标 为 2，0,， 3 的 三 点 为 射影 坐标 系 的 41， 
А, Е. 求 笛 氏 坐标 为 1 的 点 在 射影 坐标 系 {di，42， 羽 中 的 坐标 . 

9. 求 射 影 变 换 


AT = ba + х2 
A= Кх» 十 X3 (为 常数 ) 
Охз'= хз 


的 二 重 元 素 . 

10. 举例 说 明 变 换 之 积 不 满足 交换 律 . 

11. 求 两 个 射影 线束 x- a= 0 $ xz- k x3=0 (k=l- k у 所 构成 
的 二 阶 曲线 的 方程 . 

12. 求 两 个 射影 点 列 


u- ku;=0 与 u- k “=0 ( r= ) 
所 构成 的 二 级 曲线 的 方程 . 


13. 求 极 线 : 
(1) 点 已 (1，2，1) 关于 二 阶 曲线 


2х\? + хз? — 4хухә + бхухз = 0; 


(2) 点 OQ а, 0, 2) 关于 二 阶 曲 线 
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ху + 4х„* + Ox3 +4хүх, +12x2x3 + бхүху = 0; 
(3) AR (0, -2, 3) 关于 二 阶 曲线 


14. 求 极点 : 
(1) x 轴 关 于 二 阶 曲线 


2х2 + x? — 4хҗүх, + бхүху = 0 ; 
(2) 》 轴 关于 二 阶 曲线 
2xi2 + x? — 4хух, + бхух, = 0; 
(3) 直线 х+у+1=0 关于 二 阶 曲线 
2х\? +x? – 4хух + бхухз = 0. 
15. 化 简 二 次 曲线 的 方程 ， 求 奇异 点 ， 并 指出 是 何 种 曲线 : 


(1) 252 3x — xj + хх, + 2хуху — хх, = 0; 
(2) 22-х? + 5х2 – җх, —4хуху +7хүху = 0; 
(3) ху +4х,2 + 4х32 -Axx — 8x,x; + 4хүху =0. 


五 、 证 阴 题 : 


1. 证 明 平行 性 是 仿 射 不 变性 . 

2. 证 明 共 线 三 点 的 简 比 是 仿 射 不 变量 . 

з. 求证 三 点 《1+i，-1+i)、(1,1+i)、(i,-1-i)》 共 线 ， 并 求 其 上 
的 实 点 . 

4. 证 明 直线 Ах+Ву+С=0 与 两 点 Pr (x, у, P, (ху, у») 的 
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连 线 的 交点 P (хо, уо) 关于 线段 P.P, 的 分 割 比 是 
_ Axı + Ву +C 
Ax + Ву; +C ` 
5. 由 仿 射 变换 的 代数 表达 式 证 明 对 应 三 角形 的 面积 之 比 


Z =o (D 为 仿 射 的 系数 行列 式 ) . 


6. 车 Gir rra) =k, 则 -4 -= l __& . 
rnor РА ror 

7. 求证 在 仿 射 直线 上 ， 点 C 是 线段 AB 中 点 的 充 要 条 件 是 
САВ, Ср.) =-1. 

8. 证 明 绕 坐标 原点 的 全 体 旋转 变换 构成 群 . 

9. 证 明 以 xyxs-x2=0 为 点 方程 的 二 次 曲线 ， 其 线 方程 为 

Auyty-uo2 =0. 

10. 证 明 以 uus-u2=0 为 线 方程 的 二 次 曲线 ， 其 点 方程 为 
Ax xs-x22=0. 

. 叙述 并 证 明 笛 沙 格 定理 . 

. 叙述 并 证 明 帕 斯 卡 定理 . 

13. 叙述 并 证 明 完 全 四 线形 的 调和 性 质 . 

4. 用 帕斯卡 定理 证 明 巴 让 斯 定理 . 

15. 设 平面 上 两 点 4 (0，1)、B (1, 0) 及 直线 x-y=0 上 的 无 
Зу кд C， 求 证 A4BC 关于 二 阶 曲线 


— 
N ë = 


— 


х? -бху+у2 +2х+2у+1=0 
成 自 极 三 角形 . 
A. AR: 
1. 给 定 透视 仿 射 7 的 对 应 轴 g 和 一 对 对 应 点 4、4′， 求 作 已 
知 APOR 的 对 应 图 形 ( 如 图 一 )， 并 求 作 7T? (Р) MT? (Р). 
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2. 作 图 说 明 中 心 投影 一 般 不 保留 共 线 三 点 的 简 比 . 
3. 作出 图 二 的 对 偶 图 形 ， 并 标示 相对 应 的 点 和 直线 . 


图 二 

4. 已 知 共 线 四 点 A. B. C. D 中 的 三 点 4、B、C 和 交 比 CAB, 
CD) = -2， 求 作 第 四 点 D. 

5. 设 (AB, CD) = -1/3，B 是 线段 AD j A 的 三 等 分 点 ， 求 作 
点 C. 

6. 已 知 两 直线 a, b 和 外 一 点 P， 不 先 作出 这 两 直线 交点 的 情 
况 下 ， 求 作 一 直线 通过 这 个 交点 与 点. 

7. 己 知 三 阶 曲 线 上 五 点 ， 求 作 其 它 的 点 . 

8. 己 知 二 阶 曲线 上 五 点 ， 求 作 其 中 一 点 处 的 切线 . 

9. 己 知 二 阶 曲线 内 一 点 ， 求 作 这 点 关于 二 阶 曲 线 的 极 线 . 

10. 已 知 二 阶 曲 线 外 一 点 ， 求 作 这 点 关于 二 阶 曲线 的 极 线 . 

п. 已 知 圆 外 一 点 ， 仅 用 直 尺 求 作 过 这 点 的 圆 的 两 条 切线 . 
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提示 与 答案 


习题 一 

5. 证 阴 : ШЖ ШЕ Ж ЖАП, ‚>, ‚г, 彼 此 垂直 ， 且 构成 右手 
Ж. 下 证 它们 均 为 单位 矢量 ， 因 为 rSn» хи Ц 
=z 由 于 150， 从 
而 ln 21, |, |=1. ЖЕ |е, |1, 18 |1. ВА, 都 是 单 
位 矢量 . 

10. 证 明 : 因为 (a, b, с) (ахь) c=|axb|llccosz(a xb, 
с), 
所 以 Ka, b, са xb) cela хВ[с [сова х5, с) 

«Јах |= 11511 зіва, Б) 

Sjaj 151 |с]. 8 Ў, ДИ sina, Ру=1, 
[соз (ахВ, су=1 同时 成 立 ， 从 而 有 

4(а, bj Н axb, с)=0 8 л, 

Жаа 16,(ахђ)/с. 所 以 当 a, b, с ЯННАН ИНЕ ЕЕ ДИЙЛ. 


设 a ={Х\, Ү;, 21}, b= (x, 六， 25}, ¿c =4Х3, У, 23}, 则 有 
X, Y 2, 


X, Y, Z,|< J X: +Y +224] 2 ү? +7? Х2+Ү2 +22. 


2, Y, Z, 
П. 证 明 : AA AB.R=(n,- n) [G xn) +(xn)+G,x5)1 
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SERER п) дт) (уг) —( лл) 

=(үгуг,)-(угг)=0, 所 以 ABLR. 同 理 可 证 ACLR. 

% R RU ABC. 

12. G) 设 四 面体 41424344,4; 对 面 重心 为 G, KE AG; 交 于 一 
点 (i 二 1, 2, 3, 和) 在 4/G; 上 取 一 点 Р„ Їй АР, =3PG, 从 而 OP = 


C4+3CG ， W А(хь уь zi 二 1,2,3,4)， 则 
1+3 
x, atatu, DHEDHI, ataia), 
3 
aas ‚++ DENEY, arata) 
3 
ххх, DENEY, tt 
¿s 
х+х+х NENEI sasa) 
—— ээ 
所 以 
х 413 X, + X, + X, 43 t yt 35 3 .22 士 3 十 
Р 1+3 , 1+3 , 1+3 ) 
=p (S t 2 3 + X, Ut ty ty, +++, » 
4 4 4 


同 理 得 P=P3=P4=P1， 所 以 4;Gi 交 于 一 点 P， 且 这 点 到 顶点 距离 等 
于 这 点 到 对 面 重心 距离 的 三 倍 . 


12. (4) 证 明 如 图 答 一 , 在 人 4BC th, Ж ВС =a, CA=b, 


АВ=с,Ң|а|=а,|Б|=Ь,\с|=с, Ша+ь+с = 0 ЈА Б хс 
140 


= сха = ахь, |Б хе|=|еха{= 


laxb| Bp 


sin4 sinB 7 sinC ` 

12. (5) EJ EER], A ABC ЯА = ја хв, 所 以 人 :一 
(a x 5 Yam (ахБўҗ(а-Бў= азб, та? 
(2-Б). а+6 +с 二 0, 从 而 4+b = с, (а +by'= с 
1 =2_72_ Fr 1 2_ 2 p 21 2321 2 
56 а*—Ъ?у 14 а — Б^), 9 A д1 26 
一 中 一 的 ?] = а [Bab — (с? — а? — byy|[2ab+(2 — а? — Py] = 
M [(atby — с][с2— ab] 1 (а+Ь+с)(а+ь –ос+а —b)Xc—a+ 
b) = 2р Ор—2еу0др—2Ь)0р—2а). 所 以 


A=pp-aD-DD-c) 或 A=Jp(p-aXp-bXp-o). 


习题 二 

1. 提示 : 在 平面 上 相交 于 没 影 线 的 两 条 直线 的 影 象 为 平面 
XA' 上 的 两 直线 且 相 交 于 无 穷 远 点 . 

2. (1) (2, 3, 1) 与 (2，3)，(2) (2, 3, -3) 与 (-2/3, -1), 

(3) (3，-1，0)， 无 非 齐 次 坐标 . 

3. (1) из=0, 无非 齐 次 方程 ，(2) utuz-uz=0, и+у-1=0, (3) 
Зщ-2и› =0, Зи-2у=0. 4. ху+хз=0, х+1=0. 5. (45, 31, -7). 6. 提 
示 : 在 A4LF #lAUGC аР ЕШ. 7. и. 8. 提示 : 运 
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用 币 沙 格 定理 9. (3, -8, -2). 10.x3=0. 11.2wut+iwt (l-i). 
из=0. 
12. J (14, 0), J (1,-i, 0). 


习题 三 
1. 略 ，2. 85. 3. 略 . 4. (1) 梯形 ，(2) WE, G) 两 个 等 
积 的 平行 四 边 形 ，(4) 任意 两 条 线段 . 5. -1.、 6. 略 ，7. HÑ. 


1 1 

'=3x+2, '=3x+2, '=—x—— 
8. nn: х Ар х 9.т:)5=55-9У+2, 
у= 3х+у-1. у= х+у-3. у= -4х+6у+3. 


10. 提示 ; 三 点 4 (ху, у) B Оо, у). С (xs, уз) 的 简 比 为 САВС) 
= (xs-xi) / Озо) = -y / Gaya), HAERA Cals y's 
B! (х,', у). C' (xs! , y) 的 简 比 为 CA'!'B'C') = (xy'-xXi 
М) / Gxs'-x2' ) = Суз'-у,' ) / 002)， 代 入 仿 射 变换 式 即 得 ， 
11. С-6, -8). 12. 提示 : НИЯ РАЛ ВА, ТОЕ А 
然 有 此 结论 ， 又 知 面积 之 比 是 仿 射 不 变量 ， 即 得 证 . 


习题 四 

1. (АВ, CD)=4/3, (AB, DC)=3/4, (AC, BD -1/3, (АС, РВ)= 
-3, (4D, ВС)=1/4, (АР, СВ)=4. 2.(4B, CDY} -2/3. 3. B. 
4. (3, -1, 3). 5. W 7х-у=0 = (2х-у+1) +kı (3х+у-2) =0, 5x-1=0 
= (2x-y+1) +k; (3x+y-2) =0, MJ k=1/2; k=l, MANAHA, 
且 交 比 等 于 1/2. 6.72 (01, ох) = (19, 0х7), ^^. (10, хо) = 
(Ox”, 19), W (10х) = (0х 1), BR x’=1/ (1- х). 7. (1) х 
“二 x，(2) x”=-x, (3) x +x-5=0. 8. 两 次 ， 9. 略 . 10. (1) S= 
-1，S= -6, (2) Si=S;= 1, (3) 5ү=-1/3, Sœ. 11. (1) xx -5x-5 
x +12=0, (2) axx +b (x+x’) +с=0. 12. 在 A4BC 和 APOR 中 ， 
运用 笛 沙 格 定理 即 得 . 
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| 习题 五 
1. 4=x/(3x-6). 2.A1E: x2-x3=0, (0, 1, -1), АЕ: xi-xs=0, 
(1, 0, -1), АЗЕ: ху-х2=0, Cl, -1, 0). 3.u2x2-U3X3=0，, иуху-изхз=0, 


Рхр=х- у ， 
UIX1-U2X2=0. 4. Px. =x+y-t, ` 5. 4142: Xi xp “=0， A43: х2 
хз =—2x +4. 


xa =0, АзА\: ХІ "+хз “=0. 6. 
(a X2 一 X3， 0 1 -1 


-1z0.7. 特征 根 4=1 (SER); = 


px2'= X] — xÍ, D =|1 0 -1 
PX3'= X] + х) ~ x3. 1 1 -1 


重点 : x2=0〈 即 坐标 三 角形 4341 边 上 的 所 有 点 )， 二 重 直线 ;: 
Wu2x2-Ux3=0《 即 过 坐标 三 角形 顶点 41 的 所 有 直线 ) . 8. 特征 根 
А=-1, -2, 3; 二 重点 : (0, 0, 1), (1, 6, 5), (1, 1, 0); 二 
ЖН: xi-xztx3=0， ху-х=0, -6xy+x:=0. 9. 略 . 

10. Ж. 11. 矢量 的 摸 、 相 等 关系 、 线 性 运算 、 线 性 关系 、 数 性 积 、 
矢 性 积 、 混 合 积 等 都 是 欧 氏 几何 的 内 容 ， 而 矢量 的 摸 、 数 性 积 、 矢 
性 积 、 混合 积 等 在 仿 射 变换 下 一 般 要 改变 , 因此 不 是 仿 射 几何 的 内 
容 ， 矢量 的 相等 关系 、 线 性 运算 、 线 性 关系 等 都 是 是 仿 射 几何 的 内 
Ф. 12. (1) 欧 氏 ，(2) Е, (3) 9, (4) 仿 射 ，(5) 射影 ， 
(6) 射影 ，(7) ЖЕ, (8) 射影 ，(9) 欧 氏 ，(10) 仿 射 ，(11) 
仿 射 ，(12) 射影 ，(13) 仿 射 ，(14) WE. 


习题 六 
2 。 ?2 2 x у? 2 
1. 4x1 十 9x2 -36x3 =0, Вр yty! 。 2. X3 + XIX2 - 


X)X3F2x2xX3=-0, ху-х+2у+1=0. 3. W. 4. (1) xrr3x2+xs=0, (2)х›= 0, 
Вр x 轴 . 5. (1) (4, 0, -1), (2) С-4, 7, 3). 6. A 的 极 线 为 
13х1-2х5+7х3=0, В 的 极 线 为 4xitxz-x3=0， С 的 极 线 为 
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28xi+2x2-7x3=0， 显 然 ，B、C 在 4 的 极 线 上 ,， А, СЕВЕ Е, 
A4、B 在 C 的 极 线 上 ， 所 以 ， 三 点 4、B、C 关于 工 成 自 极 三 角形 . 
7.4uu- w=0, 8.xix3-x2=0, 9. ху! ?+х;' 2 -3' :=0《 非 退化 实 
二 阶 曲线 ， 无 奇异 点 〉. 
综合 复习 题 

一 、1.V，2.V，3.X，4.V，5.V，6.V，7.X，8.X，9. 
X, 10./, 11.У/, 12.7, 13.X, 14.4, 15.7, 16.X, 17.X, 18. 
J, 19.7, 20.7, 21.X, 22.X, 23.4, 24.7, 25.X. 

=. L.C, 2.В, 3.C, 4.C, 5.B, 6.D, Т.В, 8.A, 9.4, 10.C, 
11.4, 12.4, 13.C, 14.В, 15.B, 16.C, 17.C, 18.4, 19.4, 20.D, 
21.D, 22.C, 23.D, 24.A, 25.B. 

=. 1. 中国、 埃及、 希腊、 印度. 2. 射影 . 3. 同 素性 、 
接合 性 、 平 行 性 ， 4. 简 比 、 二 平行 线段 之 比 、 面 积 之 比 . 5. 1. 
6. mab. 7.хү+хо-хз=0. 8. = 0. 9. (2，- ，1+i) .10. 无 
FWA. 11. 1. 12. 对 应 点 的 连 线 共 点 ， 13. 完全 四 点 形 . 
14. uzxz-ux3=0. 15. 反 相 似 变换 . 16. 3. 17. FA y 的 极 线 过 
点 z， 则 点 z 的 极 线 过 点 y. 18. БИЖ. 19. 此 点 与 圆心 的 连 线 . 
20. 三 角形 的 每 个 顶点 的 极 线 是 其 对 边 . 


， 1 1 2 х=15-2у 
四 、1. 45255--У+2. 2. i . 3.(1)xi=0, 
y=-4x+6y+3 у=тх-2у 


(0,1,0); (2) x2=0, (1, 0, 0); (3) 3x1+2x2=0, (-2, 3, 0); (4) xrr2x>-xs=0, 
(-2,1,0). 4. (1) 20+41›-из=0, (2) -и+из-из=0, (3) ш=0, (4) uit 
u2=0. 5.-2/3. 6. (Е, 1, 0). 7. ми’ -4= 0. 8. -1/3. 9. (1, 0, 
0), љ=0. 10. ШН Т, 5 Ts . 1. х2+хухз-оз=0. 

12. мумо +2и2из-иуиз=0. 13. (1) 9х1+2х:+4х3=0, (2). хү+2х›+3х3=0, 
(3). 4хү+7х›-9хз=0. 14. (1). (2, 7, -6), (2). (0, 1, 0), (3). G, 


-3, 2). 15. (1). хі’? +x? -=0( 非 退化 实 二 阶 曲线 )， 无 奇 
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异 点 ，(2). x1' 2-х =0 (退化 实 二 阶 曲 线 即 两 相交 实 直 线 )， 奇 异 
点 为 (-2，-1，1)，(3).x1' 2=0 (退化 实 二 阶 曲线 即 两 重合 实 直线 )， 
奇异 点 为 直线 xl -2x2+2x3=0 上 的 所 有 点 . 

五 、1. 89. 2. 略 . 3. BA (1,1+0), GG-1-D 的 齐 次 坐标 为 


x X2 хз 
(1,141, 10, 0-1-2, 1) , 则 其 连 线 方程 是 1+ 1]=0, 8 


i -l-i I 


2 Gi-1) x- (it1) x2t2x3=0， 且 点 《1+i，-1+i》 的 齐 次 坐标 《1+i， 
-1+i，1) 满足 此 连 线 的 方程 ， 所 以 这 三 点 共 线 .其 上 的 实 点 是 此 连 
线 (21-2, -i-]，2) Meniaga (-21—2, 1-1, 2) 的 交点 ， 


"|! J Š -2 реа, 2, 2). 
7 1 2 —2i- 21-2 i-l f 


4 RAP тав Р.Р, 的 分 割 比 是 4 ， 则 


nt. „+2 ， 而 点 尸 在 直线 Ах+Ву+С=0 上 ， 所 以 


А (xrir A xa) +B Cyt Ay) +C(+4)0， 因 此 分 割 比 


X0 = 


r, =n r-r. 
A= StB 5 є Gn nr) = COW), 
Ax + Ву +C (r, -л)05 –љ) 


[0 н) a n) 
(r, -pi -=n)-(7, -n)| 


Cr3-71) (та-гү)-Ё Cra-ri) (rari) BR C-k) Cra-ri) (из) (73-71) 


(r2-r1)-k ( ra-r1 ) (7-Р) > 两 端 除 以 ( ra-r1 ) ( r-ri ) (ror) 得 
时 
mn rna nonr nn ron non 
7. ЖА C 是 线段 48 中 点 ， 则 (АВС) =-1, Tü (4BD-) =1, 
所 以 CAB, CD.) =-1.3# САВ, СР.) =-1, Tü (4BD-) =1， 所 以 


CABC) =-1， 即 点 C ERR АВФ. 8. (1) 设 绕 坐 标 原 点 的 二 
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=k -. (r-r) (art)- C73-71) (rə-ri)=k 


x'= xcos 0, — ysin Ө 
:| р узіп өр ，- |. 


y'= xsin Ol + y cos Өү. | sin Өр cos Ө, 


cos Өр -sin p|- 


соѕ Өз -sin 02 


Т,: х''= x'cos 0, — y'sin 0; 
2 ут x'sin 0) + y'cos 0>° 


sina со5 0 
D= р.р; =1. 


则 TT, : x''= x' соз(б, +0,)- y' sin(0, +82 ) 
у= x'sin(0, +05) + y'cos(@0, +802) 


即 任意 二 旋转 变换 之 积 仍 为 旋转 变换 . (2) 设 绕 坐标 原点 的 旋转 变 

HAT: x'= x cos Ө — y sin Ө р= cos -sin Ө -1 则 其 逆 变 换 为 
түнү, ~ |6їп@ ol ` 

cos(—0) 一 Sin(-O) 

ѕіп(-0) cos(-0) =1. 即 施 

转变 换 的 逆 变 换 仍 为 旋转 变换 .由 (1), (2) 知 绕 坐 标 原点 的 旋转 

变换 构成 变换 群 . 9. 二 次 曲线 xix3-xz =0 的 系数 行列 式 D=1⁄4=0, 


0 0 1⁄2 u) 
所 以 是 非 退化 二 次 曲线 ， 对 应 的 线 方程 为 | T 9 s0, 
1/2 0 0 из 


и и) из 0 


т. х = х'соѕ$(-0) – y'sin( —0) 
у= x'sin(—0)+ y'cos(-0) 


展开 得 

Ашиз-ир=0. 10. 二 次 曲线 xiza-zz=-0 的 系数 行列 式 Р=1/45®0, 所 
0 0 1/2 Х\ 

以 是 非 退 化 二 次 曲线 ， 对 应 的 点 方程 为 0 -1 0 x 
2 0 0 x 
ХІ X2 хз 0 


=0, 展 
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18 Ахухз-хо2=0. 11. 8. 12. 略 ， 13. BR. 14. HK. 15. 三 点 4 
(0, 1). B (1, 0), C 的 齐 次 坐标 为 0，1，1)、(1，0，1)、(1， 


1, 0), И х2 -бху+у? +2х+2у+1= 0 的 齐 次 方程 为 : 


1 -3 1 Xi 
(x1: X2, x3 ) -3 1 1 X2 =0, 
1 1 140 


则 点 4 关于 二 阶 曲线 的 极 线 为 -xi+xz+xs=0, 点 互 关于 二 阶 曲线 的 极 
线 为 x1-xztx3=0， 点 C 关于 二 阶 曲线 的 极 线 为 x1+tx2-x3=0. Е, B. 
C 在 4 的 极 线 上 ，C、4 在 8 的 极 线 上 ，4、8B3 在 C 的 极 线 上 ， 即 人 
ABC 关于 二 阶 曲 线 成 自 极 三 角形 . 
六 、1. 略 . 2. 设 和 AS4C 为 等 腰 三 角形 (SA=SC), 作 5В1 АС, 
过 4 作 SC 的 平行 线 交 S B 的 延长 线 于 B’, X SC 的 延长 线 于 C' 
CERTA), MU А, B. C 在 中 心 投影 下 的 像 为 4、B8'、C', 而 (4BC) 
=4C/BC=2，(4B'C') =1， 即 (АВС) = (АВ'С') СОШ). 


C' 图 答 二 

з. 如 图 答 三 所 示 . 
4. 如 图 答 四 ; 作法 : (1) 过 
C 作 任 意 直线 1'， 在 1 上 取 AS 
В'{# СА! : CB'= -2; (2) 连接 
A4'、BB' 交 于 S; (3) 过 S 作 7 
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# l 2 IT D; D 就 是 所 求 点 . 

证 明 : CAB, CD) =S САВ, CD) = (А'В', СР.) = (А'В'С) 
= CA' : CB'= -2. 

5. H (АВ, CD) =-1/3, 4% CAB, DC) =-3， 此 时 ， 已 知 A, 
B,D 三 点 ， 求 作 第 四 点 C， 与 第 4 题 相 同 . 

6. WK. 7. 略 ， 8. 略 .9. 略 . 10. HK. 11. 略 . 
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